OCW 2022
Propiedades de las variables aleatorias unidimensionales:
teoria y practica

DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE
VARIABLES ALEATORIAS

TEMA 3

Xabier ErdOCia eman ta zabal zazu

Itsaso Leceta v
@ @ @ @ UPV EHU




OBJETIVOS

Ser capaz de identificar la distribucion discreta que sigue la
variable aleatoria

Tras identificar la distribucion discreta que sigue la variable
aleatoria, ser capaz de calcular diferentes probabilidades
empleando la funcién de probabilidad o distribucién

Poseer la capacidad de calcular e interpretar los momentos de
diferentes distribuciones discretas

Conocer las condiciones que son necesarias para aproximar la
distribucion  hipergeométrica mediante la distribucion
binomial y la distribuciéon binomial mediante la distribucion de
Poisson y ser capaz de realizar la aproximacion correctamente
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3 i 1 | Distribucion binar
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3.1. | Distribucion binaria

* Cuando solamente existen dos posibles resultados al realizar un wnico
ensayo aleatorio, la distribucion que sigue la variable aleatoria es una
distribucién binaria o de Bernoulli.

Los dos posibles resultados son X =1 (Exito) o X =0 (Fracaso), siendo las
probabilidades P(X =)= py P(X =0)=g=1-p.

La distribucién que sigue la variable se expresa como:

X ~ Binaria(p)

La funcion de probabilidad es la siguiente:

1-x

p(x)= p*(L—p)"™ =pq

La funcion de distribucién es la siguiente:

x=0
E(x)=P(X <X)= {q

1 x=1 ‘;I’
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3.1. | Distribucion binaria

- Lamedia de una variable aleatoria que sigue una distribucién binaria es:

E(X)=p

« Conociendo la funcion de probabilidad, se pueden calcular otros momentos
y medidas. Por ejemplo, el valor de la varianza es:
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3.2. | Distribucion binomial

Si se repite en n ocasiones el ensayo aleatorio realizado en la distribuciéon
binaria (siendo cada uno de los ensayos independiente del resto), la
distribucion que sigue la variable aleatoria que considera los resultados
obtenidos en todos lo ensayos es una distribuciéon binomial.

En cada ensayo hay dos posibles resultados, “Exito” con una probabilidad
p y “Fracaso” con una probabilidad q =1- p.

La distribucién que sigue la variable se expresa como:
X ~B(n, p)

La funcion de probabilidad es la siguiente:

p(X) :(ZJ p*(l-p)"™* x=0,1,..,n

La funcion de distribucién es la siguiente:

X x(n) . .
F(X)=P(X <x)= Z p(i) = Z( J p'q"” S
i-0 i—o \l qu
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3.2. | Distribucion binomial

- Lamedia de una variable aleatoria que sigue una distribucién binomial es:

E(X)=n-p

« Conociendo la funcion de probabilidad, se pueden calcular otros momentos
y medidas. Por ejemplo, el valor de la varianza es:

O'zzn. p.q
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11

3.3. | Distribucion geométrica

« Teniendo en cuenta el ensayo aleatorio definido en la distribucién binaria
(siendo cada ensayo independiente del resto), la distribucion que sigue la
variable aleatoria que considera el namero de ensayos realizados hasta
obtener el primer éxito (sin tener en cuenta éste) es una distribucion
geomeétrica.

- En cada ensayo hay dos posibles resultados, “Exito” con una probabilidad
P y “Fracaso” con una probabilidad 4 =1-p,

- La distribucion que sigue la variable se expresa como:
X ~G(p)

« La funcion de probabilidad es la siguiente:

p(xX)=gq"p x=0,1,2,...

« La funcién de distribucion es la siguiente:

F()=P(X<x)=> p@i)=>0'p ——
i=0 i=0
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3.3. | Distribucion geométrica

- La media de una variable aleatoria que sigue una distribucién geométrica
es:
E(x)=4
P

* Conociendo la funcién de probabilidad, se pueden calcular otros momentos
y medidas. Por ejemplo, el valor de la varianza es:
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Distribucion binomial
negativa

3.4.

« Teniendo en cuenta el ensayo aleatorio definido en la distribucién binaria
(siendo cada ensayo independiente del resto), la distribucion que sigue la
variable aleatoria que considera el namero de ensayos realizados hasta
obtener n éxitos (sin tener en cuenta los n éxitos) es una distribucion
binomial negativa.

- En cada ensayo hay dos posibles resultados, “Exito” con una probabilidad
P y “Fracaso” con una probabilidad 4 =1-p,

- La distribucion que sigue la variable se expresa como:
X ~BN(n, p)

« La funcion de probabilidad es la siguiente:

n+x-1
p(x)=( y qup“ x=0,12,...

- La funcién de distribucion es la siguiente:
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n+i-1) . .
@ F(X)=P(X <x)= Zp(u) Z( j q'p k>

UPV EHU




15

Distribuciéon binomial
negativa

3.4.

 La media de una variable aleatoria que sigue una distribucién binomial
negativa es:

E(X)="2
p

* Conociendo la funcion de probabilidad, se pueden calcular otros momentos
y medidas. Por ejemplo, el valor de la varianza es:

n
ot

P
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Distribucion
3 - 5 . hl y 4 o
1pergeometrica

- La distribucion hipergeométrica es similar a la distribucion binomial pero el
muestreo no es independiente, esto es, las observaciones se realizan en una
poblacion finita sin reemplazamiento.

 En una poblacion finita, no devolver un elemento a la poblacion tras
observarlo, influye en las siguientes observaciones. Las proporciones no se
mantienen constantes a medida que las observaciones avanzan.

 En cada observacion de una poblacion de tamano N hay dos posibles
resultados, “Exito” y “Fracaso”. En la primera observacion (ensayo) la
probabilidad de éxito es p yla probabilidad de fracasoes q=1—p.

- La distribucion que sigue la variable se expresa como:
X ~H(N,n, p)
« La funcion de probabilidad es la siguiente:
Np ) Nq
x Jln-x

N max(0,n — Ng) < x <min(n, Np) ‘
( n j UPV EHU
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Distribucion
3 - 5 ] h' yd L4
1pergeometrica

« La funcion de distribucion es la siguiente:

e
FO=P(X<)= 3 pi)= > AL

i=max(0,n—Nq) i=max(0,n—Nq) (Nj

n
- La media de una variable aleatoria que sigue una distribucion

hipergeométrica es:

E(X)=n-p

« Conociendo la funcion de probabilidad, se pueden calcular otros momentos
y medidas. Por ejemplo, el valor de la varianza es:

(N—n)

2 _ . .
o =np OI(N—1)
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Distribucion
"| hipergeomeétrica

3.5

Aproximacion de una distribucion hipergeométrica mediante una distribucion
binomial:

« En una variable aleatoria que sigue una distribucion hipergeométrica, si el
tamanio de la poblaciébn, N, es mucho mayor que el ntimero de
observaciones realizadas, n, esta distribucion hipergeométrica puede
aproximarse mediante una distribuciéon binomial.

* Por consiguiente,si N -0 y n—0, H(N,n, p)=B(n, p)

- Esta aproximacion es aceptable cuando N >10-n
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3.6. | Distribucion de Poisson

Cuando una variable aleatoria X define el niimero de veces que un evento
se repite en un intervalo continuo (tiempo, espacio, ....), ésta sigue una
distribucion de Poisson. Los eventos que ocurren en un intervalo son
independientes de aquellos que se producen en otro intervalo, siempre y
cuando los intervalos no se superpongan.

El namero de eventos es siempre positivo y el parametro A definira el
namero de eventos esperados en un intervalo dado.

La distribucién que sigue la variable se expresa como:

X~ (2)
La funcion de probabilidad es la siguiente:
-1 X
p(x) = e A A, x>0
X!

La funcion de distribucién es la siguiente:

X ] X e—/l ‘/li
F(X)=P(X <Xx)= z p(i) = Z :
i=0 o I v
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3.6. | Distribucion de Poisson

- La media de una variable aleatoria que sigue una distribucién de Poisson
es:

E(X)=1

* Conociendo la funcion de probabilidad, se pueden calcular otros momentos
y medidas. Por ejemplo, el valor de la varianza es:
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3.6. | Distribucion de Poisson

Aproximacion de una distribucion binomial mediante una distribucion de
Poisson:

* En una variable aleatoria que sigue una distribucion binomial, cuando el
nimero de observaciones o ensayos, n, es muy elevado y la probabilidad de
éxito, p, es baja, la distribucion binomial puede aproximarse mediante una
distribuciéon de Poisson.

« Por consiguiente,si n—>wo y p—>0, B(n,p)=z2(n-p=A1)

« Esta aproximacion es aceptable cuandon>30y p<0,1
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