Capitulo 9

Multicolinealidad.

9.1. Introduccion.

Hemos visto (Capitulo 4) que, en presencia de multicolinealidad exacta
entre las columnas de la matriz de diseno X, la proyecciéon de i sobre M =
R(X) sigue siendo tnica, pero no hay una tnica estimacién de E . Deciamos
entonces que el vector de parametros no estaba identificado.

Este Capitulo! analiza esta cuestién con mayor detalle. En particular,
aborda las siguientes cuestiones:

1. jEs estimable una cierta combinacién lineal ¢’G de los pardmetros?

2. Si ¢’ es estimable, jcudl es la varianza de la estimacién?. ;De qué
depende la precision con que pueden estimarse distintas combinaciones
lineales de los parametros?

3. ;Como escoger la matriz de diseio X —u observaciones adicionales a la
misma— si el objetivo es estimar determinadas combinaciones lineales
¢'( con varianza minima?

Responder a la primera requiere que caractericemos las formas lineales
estimables. Nétese que cuando ¢ es un vector de ceros con un 1 en una
Unica posicién, la primera cuestion incluye, como caso particular, la de si un
parametro concreto es estimable.

!Basado en Silvey (1969).
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La segunda cuestiéon introducira la idea de multicolinealidad aproximada.
Mientras que desde un punto de vista formal la matriz de diseno es de rango
deficiente o no lo es, en la practica interesa distinguir aquéllas situaciones en
que la matriz de diseno es de rango “casi” deficiente. Cuando esto ocurra, en
un sentido que se aclarara més abajo, todo es estimable, pero algunas formas
lineales ¢’ 5 lo son con gran imprecision: la varianza de su mejor estimador
lineal insesgado depende de la direccion del vector ¢ en R(X'X).

La tercera cuestion hace referencia a un tema de gran interés; el de diseno
optimo. Admitido que algunas formas lineales quiza solo pueden ser estimadas
con gran varianza jcomo habria que escoger o ampliar X en los casos en que
somos libres de ampliar la muestra?

El principal hallazgo al responder a las dos primeras cuestiones sera que
combinaciones lineales ¢ ' 5 con ¢ aproximadamente colineal a un vector
propio de (X 'X) de valor propio asociado “pequenio”, son las de estimacién
mas imprecisa. La consecuencia sera que haremos lo posible en nuestros di-
senos experimentales para que, si ¢’ ﬁ es una forma lineal de interés, no
haya vectores propios de (X 'X) con valor propio pequeno aproximadamente
en la misma direccién de ¢. Recurriremos para ello a ampliar la muestra,
si podemos hacerlo, o a procedimientos ad-hoc de manipulacion de dichos
valores propios pequenios para obtener estimadores diferentes del MCO. Esta
cuestion se estudia en el Capitulo 11.

Realizaremos un andlisis formal de la multicolinealidad en las Seccio-
nes 10.4 y siguientes. Previamente sera de interés abordar la cuestion desde
una perspectiva informal (en la Seccién 10.2) y examinar los sintomas que
evidencian problemas de multicolinealidad en una matriz de diseno (Sec-
cién 10.3).

9.2. Una aproximacién intuitiva

La Figura 10.1 recoge sendas situaciones de multicolinealidad exacta (en
el panel superior) y multicolinealidad aproximada (en el inferior). En el panel
superior,

S 19,3 > 2,65 > 1,325
Puy = [1,9} Xo = [0,95} Xi = [0,475} (0-1)
Puede comprobarse que XO = 0,5 x )Z'l, por lo que la matriz de diseno

que tuviera a ambos vectores por columnas seria de rango deficiente. Con-
secuentemente, los estimadores MCO de los parametros Gy y (5 no estan
univocamente determinados. Puede comprobarse que

Puy = ﬁo)zo + /él)zl (9.2)
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Figura 9.1: Multicolinealidad exacta (panel superior) y aproximada (panel
inferior).
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se verifica con ﬁo =2y ﬁl =06 con ﬁQ =0y ﬁl = 4, por ejemplo. De hecho,
cualesquiera 3y, 3 verificando Gy + 2(3; = 2 son una solucién de (10.2).
En el panel inferior de la Figura 10.1,

. [53 : 2,75 o [1,525
Faf = [1 9] Xo = [0 75} X1 = [0 675] ? (9:3)

puede comprobarse que ahora Py = 0,9544)20 + 1,7544)? 1. Si, no obstante,
Py fuera ligeramente diferente, con los mismos regresores,

L [54 - [275 - 1,525
Fay = [1 8} Xo = {0 75} X1 = {0 675} (9.4)

tendriamos que la solucién tunica seria Py y = 1,263)20 + 1,2632)21. Una
pequena perturbacion en P4 ha originado un cambio dréstico en los valores
de los estimadores.

Si examinamos el panel inferior de la Figura 10.1, podemos entender facil-
mente lo que sucede: los regresores son linealmente independientes y generan
el plano horizontal, pero tienen una colinealidad acusada. Un leve cambio en
la posicién de Py hace que sea mucho mds colineal con un regresor que con
otro, y provoca una drastica modificacion en los valores de By y 3.

Tenemos asi que si en situaciones de multicolinealidad exacta los para-
metros (o algunos de entre ellos) son radicalmente inestimables, cuando el
rango de la matrix X es completo, pero algunas de sus columnas son acu-
sadamente colineales, la estimacion es posible, pero imprecisa. Decimos que
estamos ante una situacion de multicolinealidad aprorimada.

La multicolinealidad aproximada es, en esencia, una matriz de diseno po-
bre, que no permite deslindar con precision el efecto de cada regresor sobre
la variable respuesta. Es una situacion muy frecuente en la practica, a medio
camino entre la multicolinealidad exacta y la ortogonalidad entre los regre-
sores. La Seccién que sigue detalla algunos sintomas que permiten percibir
su existencia.

9.3. Deteccion de la multicolinealidad apro-
ximada

Hay algunos indicios y estadisticos que pueden ayudar en el diagndstico
de multicolinealidad.
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Elevado R? y todos los pardametros no significativos. La multicoli-
nealidad aproximada se pone de manifiesto en elevadas varianzas de los para-
metros estimados que, como consecuencia, son de ordinario no significativos
y frecuentemente toman signos contrarios a los previstos.

Una situacion tipica es aquélla, aparentemente paraddjica, en que todos
los parametros en 5 son no significativos y sin embargo R? es muy elevado.
jParece que ningin regresor ayuda a ajustar el regresando, y sin embargo
todos en conjunto lo hacen muy bien! Ello se debe a que la multicolinealidad
no permite deslindar la contribucién de cada regresor.

Valores propios y “ntmero de condicién” de (X'X). La existencia
de relaciones lineales aproximadas entre las columnas de X se traduce en
relaciones lineales aproximadas entre las columnas de (X 'X) (ver nota al pie
de la pagina 127). Los métodos usuales para examinar el condicionamiento de
una matriz en analisis numérico son por tanto de aplicacién. En particular,
puede recurrirse a calcular los valores propios de la matriz (X 'X); uno o mas
valores propios muy pequenos (cero, en caso de multicolinealidad perfecta)
son indicativos de multicolinealidad aproximada.

A menudo se calcula el “ntimero de condicién” de la matriz (X 'X), defini-
do como A;/\,; nimeros de condicién “grandes” evidencian gran disparidad
entre el mayor y menor valor propio, y consiguientemente multicolinealidad
aproximada. Hay que notar, sin embargo, que se trata de un indicador rela-
tivo, que, en particular, depende de la escala en que se miden las respectivas
columnas de la matriz X —algo perfectamente arbitrario—.

Factores de incremento de varianza (VIF). Otra practica muy usual
consiste en regresar cada columna de X sobre las restantes; un R? muy eleva-
do en una o mas de dichas regresiones evidencia una relaciéon lineal aproxima-
da entre la variable tomada como regresando y las tomadas como regresores.
Llamemos R2(i) al R? resultante de regresar X ; sobre las restantes colum-
nas de X. Se define el factor de incremento de varianza (variance inflation
factor) VIF (i) asi:
.\ def 1
VIF(i) = T R()’ (9.5)
valores de VIF(7) mayores que 10 (equivalentes a R?(i) > 0,90) se conside-
ran indicativos de multicolinealidad afectando a X ; junto a alguna de las
restantes columnas de X.

Observacién 9.1 El nombre de “factores de incremento de va-
rianza” tiene la siguiente motivacién. Supongamos que X tiene sus
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columnas normalizadas de modo que (X ’X) es una matriz de correla-
cién (elementos diagonales unitarios). La varianza de 3; es o2(X ' X )#,
en que (X 'X)% denota el elemento en la fila y columna i de la matriz
(X'X)L,

Si X tuviera sus columnas ortogonales (X'X) (y por tanto (X 'X)~1)
serfan matrices unidad y Var(8;) = o2 ; por tanto, (X 'X)% recoge el
factor en que se modifica en general Var(ﬂz) respecto de la situacién
de minima multicolinealidad (= regresores ortogonales). Se puede de-
mostrar que (X'X)® = (1 — R?(i))™', lo que muestra que se trata
precisamente del VIF(i).

9.4. Caracterizacion de formas lineales esti-
mables.

Teorema 9.1 La forma lineal ¢’ es estimable si, y solo si, ¢ es una com-
binacion lineal de los vectores propios de X' X asociados a valores propios no
nulos.

DEMOSTRACION:

Observemos que el enunciado no es sino una parafrasis del Teorema 4.1,
péag. 47. La siguiente cadena de implicaciones, que puede recorrerse en ambas
direcciones, establece la demostracion.

&' estimable <= 3d:¢'f = E[d"Y] (9.6)

— '8 =d'X3 (9.7)

— ¢'=d'X (9.8)

— ¢=X'd (9.9)

< ce R(X') (9.10)

<— (€ R(X'X) (9.11)

= C=oml + -+ ap_jUp (9.12)

siendo ¥, . .., U,_; los vectores propios de (X’X) asociados a valores propios

no nulos. El paso de (10.10) a (10.11) hace uso del hecho de que tanto las
columnas de X’ como las de X’X generan el mismo subespacio® de RP. La

2Es inmediato ver que R(X'X) C R(X'), pues si ¥ € R(X'X) = Ja: ¢ = X'Xa =
X’ d siendo d = X@. Por otra parte, R(X’X) no es subespacio propio de R(X'), pues
ambos tienen la misma dimensiéon. Para verlo, basta comprobar que toda dependencia

lineal entre las columnas de X ! X es una dependencia lineal entre las columnas de X. En
efecto, X' Xb=0=VX'Xb=dd=0=d=0= Xb=0.
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equivalencia entre (10.11) y (10.12) hace uso del hecho de que los vectores
propios de R(X’'X) asociados a valores propios no nulos generan R(X'X).
]

Hay una forma alternativa de llegar al resultado anterior, que resulta in-
teresante en si misma y 1til para lo que sigue. Sea V' la matriz diagonalizadora
de X'X, y definamos:

Z = XV (9.13)
¥ = Vg (9.14)

Entonces, como V'V’ = I tenemos que:
X3 =XxvV'§3 =27 (9.15)

y por consiguiente el modelo Y = X[ 4+ ¢ se transforma en: ¥ = Zy +€.
El cambio de variables y parametros ha convertido la matriz de diseno en
una matriz de columnas ortogonales:

77 = (XV)(XV)=V'X'XV = A (9.16)

siendo A una matriz cuya diagonal principal contiene los valores propios de
X'X. Sin pérdida de generalidad los supondremos ordenados de forma que
los p — j primeros A’s son no nulos, y los restantes j son cero: A\, = A\, =
= Apjy1 = 0. B

Observemos que de (10.14) se deduce, dado que V' es ortogonal, que § =
V4. Por consiguiente, es equivalente el problema de estimar 3 al de estimar
7, pues el conocimiento de un vector permite con facilidad recuperar el otro.
Las ecuaciones normales al estimar 5 son:

(Z'Z2)y =Ny =2y (9.17)
o en forma desarrollada:
A0 L 0O ... 0
0 X ... 0O ... 0
0 0 ... XA 014=2"y (9.18)
0o 0 ... 0 0
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El sistema (10.18) es indeterminado; solo los (p — j) primeros 4’s pueden
obtenerse de él. Obsérvese ademds que de (10.18 ) se deduce que var(¥;)
x1/N, (i=1,....p—j).

Consideremos una forma lineal cualquiera ¢’3. Tenemos que:

—

¢'3=c'VV'g = (@'V)y = (V'é)y (9.19)

y consiguientemente una estimacién de &’ vendré dada por (V'@)’4. Por
tanto, 5’5 serd estimable si 4 es estimable, o si E’B depende solo de aquellos
v's que pueden ser estimados. Es decir, en el caso de rango (p— j) correspon-
diente a las ecuaciones normales (10.18), &’ podra estimarse si (V'¢)’ tiene
nulas sus ultimas j coordenadas, lo que a su vez implica:

¢ L o, (9.20)
g1 ¥ (9.21)

: (9.22)
¢ L T (9.23)

Para que ¢’ ﬁ sea estimable, ¢ debe poder escribirse como combinacion
lineal de los vectores propios de (X'X) que no figuran en (10.20)—(10.23):
¢ = a1V +- - +a,_;,_,;. Toda forma estimable debe por tanto ser expresable
ast:

—

g3 = (b + -+ ap_it,_;) 0, (9.24)

resultado al que habiamos llegado.

Recapitulemos: una forma lineal ¢’ 5 es estimable si ¢ = aqv] + - +
Q,_;Up—j, es decir, no depende de vectores propios de (X'X) asociados a
valores propios nulos. Tal como sugeria la Seccién 10.2, podemos sin embargo
esperar que formas lineales que son estrictamente estimables lo sean muy
imprecisamente, en situaciones de multicolinealidad aproximada. La Seccion
que sigue formaliza esta intuicion, mostrando que si ¢ depende de vectores
propios de valor propio cercano a cero, la forma lineal ¢’ serd estimable
solo con gran varianza.
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9.5. Varianza en la estimacion de una forma
lineal.

A

Si premultiplicamos ambos lados de las ecuaciones normales (X'X)5 =
X'Y pord;, (i=1,...,p—j), tenemos:

(X' X)) = XY
NTB = XY

y tomando varianzas a ambos lados:

Nvar(@/3) = var(@/X'Y)

= 0/ X'0* X7
1_);'/X,X1_);'0'2
= \o? (9.25)
De la igualdad (10.25) se deduce que:
A 0'2
var(;'8) = ™ (9.26)

Ademsds, para cualquier i # j se tiene:

A

cov(Wi' B,V B) = U'E50;
v (X' X))
Ui/ j—lUjOj
—1-7-

= 0°)\j U

= 0 (9.27)

La varianza de cualquier forma estimable ¢’ ﬁ , teniendo en cuenta que
puede escribirse como en (10.24), y haciendo uso de (10.26) y (10.27), sera:

~

var(¢'f) = var[(a0) + - - +ap ]17p i)

B
= Q%Val"(vl 5) var (v, )

- Afg]eant 2]

= o? [O‘—%+ 4 2 ] (9.28)
A )‘p—j '
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La expresién (10.28) es reveladora; la varianza en la estimacién de ¢’ de-

penderd de la varianza de la perturbacién o? y de la direccién de & Si ¢ no

puede expresarse como combinacion lineal de los vectores propios con valor
. =/ > . s = — — /

propio no nulo, ¢’ no es estimable. Si ¢ = oy¥; + -+ + U, y los s

multiplicando a vectores propios con reducido valor propio son sustanciales,
T i u ra inar Xpresio .28).

los correspondientes sumandos tenderan a dominar la expresion (10.28

En definitiva, la varianza en la estimacién de una forma lineal ¢’ 5 depen-
de, fundamentalmente, de cuan colineal es ¢ con vectores propios de reducido
valor propio.

Hemos razonado en esta Seccion y la precedente en el caso de que j valores
propios de X’ X son exactamente cero. Es claro que si todos los valores propios
son mayores que cero, todas las formas lineales serdn estimables, con varianza:

var(Z'8) = var[(an@ + - + ap_;Tp_;)' ] (9.29)

= avar(?/f) + -+ af,var(ﬁp’ﬁ)

— az 0-_2 +...+a2 0-_2
R DY PN,

2 o?
= o2 [—1+-~-+—p} (9.30)

>.8
=S

9.6. Eleccion 6ptima de observaciones.

La expresiéon (10.28) y comentario posterior muestran que, para guare-
cernos de varianzas muy grandes en la estimacion de algunas formas lineales,
debemos actuar sobre los valores propios mas pequenios de (X'X), incremen-
tandolos®. En lo que sigue, examinamos esta cuestion con més detalle.

Supongamos que tenemos un conjunto de N observaciones (¢ | X), y nos
planteamos ampliar X con una fila adicional Zy 1’ (e ¢ con el correspondiente
valor observado de Y) de modo que se reduzca al méximo la varianza en la
estimacion de una determinada forma lineal ¢’ E en que estamos interesados.

Supondremos también en lo que sigue (X'X) de rango completo, aunque
quizd con acusada multicolinealidad?. Emplearemos los subindices N + 1 y
N para designar estimaciones respectivamente con y sin esta observacién

30 suprimiéndolos. Los métodos de regresién sesgada del Capitulo 11 hacen explicita
esta idea.

4Los resultados se pueden generalizar al caso en que (X’X) es de rango deficiente, y
s6lo mediante la nueva fila £y11’ se hace ¢’ 5 estimable.
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adicional. Tenemos entonces que:

¥, = of(X'X)™ (9.31)
BNJrl = Uz(X/X+fN+1fN+1 /)_1 (932)
UC%’BN = o’e'(X'X) e (9.33)
U§'3N+1 = 0'25,(X,X + fN+1fN+1 /)_15 (934)
Entonces,
O'S.IBN — O-;,IBN+1 = 0'25/[(){ /X)_l - (X/X + fN+1fN+1 /)_1]5 (935)

y el problema es encontrar 'y, maximizando esta expresiéon. Sea V' la matriz
que diagonaliza a (X'X). Denominemos:

i = V¢ (9.36)
7 = Vivg (9.37)
D = V(X'X)V (9.38)

Entonces, (10.35) puede transformarse asi:
UCE'BN - US‘/BNH = oC'VV[(X'X) = (X'X 4+ Eyndnn ) IVVE
— 0-26_1:/[D_1 _V,(X,X+fN+1fN+1 l)—lv]a
= 0'26 /[D_l - (V/(X/X + fN+1fN+1 /)V)_l]d'
= ¢%d'[D' - (D+z272") Ya (9.39)

Pero (véase Teorema A.2, pag. 230):

(D+zz2")y'=D"— % (9.40)
Sustituyendo (10.40) en (10.39):
Oy ~ Tty = 00 {%} a (9.41)
(Z CliZZ') ?
_ e TN (9.42)

()

Obsérvese que el problema de maximizar (10.35) carece de sentido si no
imponemos restricciones, pues la expresion equivalente (10.42) es mondtona



138 CAPITULO 9. MULTICOLINEALIDAD.

creciente al multiplicar Z por una constante k mayor que la unidad®. Necesi-

.., . NN .
tamos una restriccion del tipo 2’2 = Y, 22 = K? para obtener una solucién
unica. Formando entonces el lagrangiano,

%)
(Z)=0? L

2
E5)s(-50)- (%) s
2 i

—pz; =0 (9.44)

Denominando:

A::<Zf§ﬁ (9.45)
B::G+Z§> (9.46)

L2 RS M (9.47)

Multiplicando por z; cada una de las anteriores igualdades y suméndolas,
puede despejarse:

A2
o= WU2 (9.48)
y por consiguiente de (10.47) se obtiene:
a; A Zi A2 A2 .
1 1 B a; .

5Observemos que al multiplicar Z por k el numerador queda multiplicado por k2, en
tanto s6lo una parte del denominador lo hace. Es pues claro que el numerador crece méas
que el denominador, y el cociente en consecuencia aumenta.
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0 sea:
Q; Q;
2 X TN by (9.51)
N(E+dE) T+
para ¢ = 1,...,p. Las anteriores p igualdades pueden expresarse en notaciéon
matricial asi:
7 o« (I+K™7?D)'a (9.52)

Por tanto, la fila a anadir a X para mejorar al méximo la estimacién de ¢’
sera:

fN+1 = V7
(por (10.52)) o V(I + K ?D)™*

(por (10.36)) = V(I + K 2D)"'V'¢
V(I + KDV 'e
[+ K X' X)]'¢

Recordemos que hemos obtenido una solucién tnica para Z° (y en con-
secuencia Tn.1) sélo mediante la imposicién de una restricciéon de escala
.22 = K?. Es decir, podemos determinar la direccién de Z', pero no su
norma. El examen de (10.42) hace evidente que una norma tan grande como
sea posible es lo deseable.
Cabe hacer dos comentarios sobre esta tltima afirmacién. El primero, que
es 16gico que asi sea. Si 0 es fija, es claro que siempre preferiremos filas de
modulo muy grande, pues si:

Yi=mi+e =00+ + Bpo1Tip-1 + & (9.53)

incrementar el médulo de Zyy; equivale a incrementar |m;|; y haciendo
|m;| > €; podemos reducir en términos relativos el peso de €; en y;.

En la practica, sin embargo, hay un limite al valor de |m;|, cuyo creci-
miento desaforado podria llevarnos a regiones en las que las Y; dejan de ser
una funcién aproximadamente lineal de los regresores. Por ejemplo, si el mo-
delo intenta ajustar una constante biolégica como funcion lineal de ciertos
tipos de nutrientes, hay un limite practico a los valores que pueden tomar los
regresores: el impuesto por las cantidades que los sujetos bajo estudio pueden
ingerir.

En definitiva, el desarrollo anterior suministra la direccion en que debe
tomarse una observacion adicional para mejorar al maximo la varianza en
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la estimacién de ¢’ ﬁ . Tomaremos Tyy; tan grande como sea posible en
dicha direccion. Si no tuviéramos una forma estimable tinica como objetivo,
una estrategia sensata consistiria en tomar observaciones de forma que se
incrementasen los menores valores propios de la matriz (X 'X). Podriamos
también aceptar como criterio el de maximizar el determinante de (X 'X).
Este criterio se conoce como de D-optimalidad®.

6Véase Silvey (1980), una monografia que trata el tema de disefio éptimo.



