Capitulo 4

Estimacion con restricciones

4.1. Planteamiento del problema.

En ocasiones deseamos imponer a las estimaciones de los parametros 5
ciertas condiciones, ya para hacer el modelo interpretable ya porque asi lo
imponen criterios extra-estadisticos.

Noétese que no nos estamos refiriendo exclusivamente a restricciones de
identificacién. Puede que el conjunto de restricciones que impongamos sea
tal que, junto con las ecuaciones normales, determine un unico vector de
estimadores ﬁ , en un problema que previamente admitia multiples soluciones
(como sucedia en el Ejemplo 4.2). En tal caso, todo se reduce a resolver el
sistema (4.3). Las restricciones se han limitado a remover la indeterminacién
presente en las ecuaciones normales.

En otras ocasiones, sin embargo, partimos de un modelo ya identificable
(con solucién tinica para las ecuaciones normales), pero no obstante deseamos
imponer una restriccion que viene dictada al margen de los datos, como ilustra
el ejemplo a continuacion.

Ejemplo 4.1 Si quisiéramos estimar los pardmetros de una fun-
cién de produccién Cobb-Douglas Q = «L‘K?, podriamos desear
que las estimaciones de los parametros £ y -« verificaran la condicién
(+4=1 (rendimientos constantes a escala). Con tres o mas observa-
ciones es perfectamente posible estimar «, £ y «y; la restriccién es inne-
cesaria desde el punto de vista de la estimabilidad de los parametros.
No obstante, puede formar parte de la especificacion que deseamos:
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54 CAPITULO 4. ESTIMACION CON RESTRICCIONES
no queremos ajustar cualquier funcién de produccién Cobb-Douglas a

nuestros datos, sino una con rendimientos constantes a la escala.

FIN DEL EJEMPLO =

De un modo general, nos planteamos el problema siguiente:
~ 92 ~
min|| vy — X5 || condicionado a: Af =¢ (4.1)

Esta claro que no podemos esperar obtener la solucién de este problema
resolviendo un sistema como (4.3), que en general serd incompatible.

Hay al menos dos vias para resolver un problema como el indicado. Po-
demos recurrir a resolver el problema de optimizacién condicionada (5.1)
escribiendo el lagrangiano,

N
—/ A
L(Bos - Bp-1) = Z(yz — Bowio — - .. — ﬁp—lxi,p—l)z — A (A8 = 0);
i=1
derivando respecto a [,...,0,—1 y a los multiplicadores de Lagrange en

el vector X, e igualando las derivadas a cero, obtendriamos una solucién
que mediante las condiciones de segundo orden podriamos comprobar que
corresponde a un minimo.

Resolveremos el problema por un procedimiento diferente, analogo al se-
guido con el problema incondicionado: proyectando ¢ sobre un subespacio
adecuado. Para ello habremos de transformar el problema en otro equivalente,
que nos permita utilizar la técnica de la proyeccion. Previamente precisamos
algunos resultados instrumentales, de algunos de los cuales nos serviremos
repetidamente en lo que sigue.

4.2. Lemas auxiliares.

Lema 4.1 Si K(C) designa el nicleo de la aplicacion lineal representada por
la matriz C, se tiene:

K(C) = [R(C)]*

DEMOSTRACION:
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Lema 4.2 Sih C M C H, y P,, Py son las matrices de proyeccion sobre
los subespacios respectivos, se verifica: Py P, = P,Py = Py,

DEMOSTRACION:

Para cualquier v € H,

PhUEth = PMPhU:PhU
= PyP, =P,

La simetria de Py y P, (Lema 3.4) implica entonces que: P, = P} = P/ Py, =
Py Py.

Lema 4.3 Sih C M C H, se tiene:
Py — Py = Pyope

DEMOSTRACION:

Partimos de la identidad,
en la que P,v € h C M mientras que (Py0 — P,¥) € M. Por otra parte,

<Ph’(7,(PM’(7—PhU) > = U/Ph(PMU—PhU)
— 7' (PyPy — P
0,

la tltima igualdad en virtud del Lema 5.2. Por consiguiente, (Py; — Py, ), que es
simétrica idempotente, proyecta sobre un subespacio ortogonal a h e incluido
en M; lo denotaremos mediante M N A .

Lema 4.4 Sea B una matriz cualquiera, y K(B) el nicleo de la aplicacion
lineal que representa. Sea M un subespacio de H y h = MNK(B). Entonces,
M Nht =R(PyB').

La demostracién puede hallarse en el Apéndice E.2, pag. 256.
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4.3. Estimacion condicionada.

Los Lemas anteriores proporcionan todos los elementos para obtener de
forma rapida el estimador condicionado que buscamos. (Supondremos X y
A de rango completo, pero es facil generalizar el tratamiento reemplazando
las inversas por inversas generalizadas.) Aunque el desarrollo formal es algo
farragoso, la idea es muy simple. Vamos a transformar el modelo de modo
que las restricciones Aﬁ = ¢ se conviertan en Aﬁ =0.

Lo haremos mediante la transformacion

-

— §-X3
= g_gv

=2 Nl

siendo & una solucién cualquiera de A9 = ¢ (de no existir tal solucién, no
tendria sentido el problema; estariamos imponiendo condiciones a los para-
metros imposibles de satisfacer). Se tiene entonces que:

J = Xf+e=7-X6=XF-Xd+e=j=X7+¢
A = = AT +0)=C= A7 =¢— A5 = A7 =0

y el problema original (5.1) puede ahora reescribirse as:
min || § — X7 ||? condicionado a A% = 0,
0, alternativamente,
min || — X4 |*>  condicionado a: A(X'X)'X'(X4)=0. (4.4)

. Qué ventajas presenta la expresion (5.4) del problema comparada con la
original? Una importante: muestra que el X4 buscado no es sino la proyeccion
de 7 sobre un cierto subespacio: h = MNK(A(X'X)™*X"). Hay garantia de
que h es un subespacio porque M y K(A(X'X)™1X") lo son. Basta proyectar
7 sobre h para obtener X4 y, si X es de rango completo, 7; y esta proyeccién
se puede obtener facilmente con ayuda de los Lemas anteriores.

Si denotamos por 4, las estimaciones minimo cuadraticas condicionadas
o restringidas por A9 = 6, tenemos que:

X = Py (4.5)
(P — Pagent )y (4.6)
= [X(X'X)7'X" ~ Pyone]y (4.7)
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en que el paso de (5.5) a (5.6) ha hecho uso del Lema 5.3. Pero es que, de
acuerdo con el Lema 5.4,

MOkt = RX(X'X)"' X' X(X'X)A'] = R[X(X'X) A
Py B’ Z

Por consiguiente, Py es, de acuerdo con el Lema 3.9, pag. 37,
Pyene = Z2(2'2)' 7, (4.8)
ecuaciéon que, llevada a (5.7), proporciona:

X4 = X(X'X)7' X5 - X(X'X) A AKX X) AT AKX X)X g
Xy = XXX TATAXX) AT A, (49)

en que 7 es el vector de estimadores minimo-cuadraticos ordinarios al regresar
g sobre X. Si X es de rango total, como venimos suponiendo, de (5.9) se
deduce:

A=A — (X'X)LA[A(X ' X) LAY A, (4.10)

(véase el Ejercicio 5.3.)

Hay algunas observaciones interesantes que hacer sobre las ecuaciones
(5.9) y (5.10). En primer lugar, el lado izquierdo de (5.9) es una proyeccién.
Ello garantiza de manera automatica que || § — X4, || es minimo!. Ademés,
el tratamiento anterior se generaliza de modo inmediato al caso de modelos
de rango no completo, sin mas que reemplazar en los lugares procedentes
matrices inversas por las correspondientes inversas generalizadas.

En segundo lugar, dado que los estimadores minimo cuadréticos ordina-
rios estiman insesgadamente los correspondientes parametros, tomando valor
medio en (5.10) vemos que:

Bl =7 — (X'X)TATAX'X) A AT
lo que muestra que 4, es un estimador insesgado de 7 si A7 = 0. Es decir, la

insesgadez se mantiene si los parametros realmente verifican las condiciones
impuestas sobre los estimadores.

1Si hubiéramos llegado al mismo resultado minimizando una suma de cuadrados por
el procedimiento habitual (derivando un lagrangiano) tendriamos atin que mostrar que el
punto estacionario encontrado es un minimo y no un maximo.
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En tercer lugar, si definimos: G = (X 'X)'A'[A(X'X) ' A'|7' A tenemos
que: 4, = (I — G)4. Por consiguiente,
Y, = (I-G)% (f G')
= ([-G)o*(X'X)7'(I - G')
= o’[(X ’X) - G(X X) - (X'X)'G+ GX'X)' G
o*[(X'X)™ = G(X'X)™'G]

que muestra, dado que el segundo sumando tiene claramente elementos no
negativos en su diagonal principal (la matriz (X'X)~! es definida no ne-
gativa), que X5, tiene en la diagonal principal varianzas no mayores que las
correspondientes en ¥5. Podemos concluir, pues, que la imposicion de restric-
ctones lineales sobre el vector de estimadores nunca incrementa su varianza,
aunque eventualmente, si las restricciones impuestas no son verificadas por
los parametros a estimar, puede introducir algin sesgo.

Hemos razonado en las lineas anteriores sobre el modelo transformado.
Podemos sustituir sin embargo (5.3) en (5.10) y obtener la expresién equiva-
lente en términos de los parametros originales:

Bn=0—(X'X)TAJAX'X) AT (AB - @) (4.11)

R: Ejemplo 4.1 (estimacién condicionada)

No hay en R una funcién de propdsito general para realizar esti-
macién condicionada. La extensibilidad del lenguaje hace sin embargo
extraordinariamente facil el definirla. El fragmento a continuacion ilus-
tra el modo de hacerlo y como utilizarla. No se ha buscado la eficiencia
ni elegancia sino la correspondencia més directa con la teoria expuesta
mas arriba.

Definimos en primer lugar una funcién para uso posterior:

> | scond <- function(X, y, A d, beta0 = TRUE) {
+ ajuste <- Isfit(X vy, intercept = beta0)

+ betas <- ajuste$coefficients

+ xxinv <- solve(t(X) % % X)

+ axxa <- solve(A %% xxinv %%t (A))

+ betas.h <- betas - xxinv %%t(A) %%

+ axxa %% (A % % betas - d)

+ betas. h <- as.vector(betas. h)

+ nanes(betas. h) <- nanes(aj uste$coefficients)
+ return(list(betas = betas, betas.h = betas.h,
+ ajuste.inc = ajuste))

+

}
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Generamos a continuacion los datos y realizamos la estimacién cinén-
donos a la teoria del modo mas directo. X es la matriz de diseno, beta
contiene los parametros e y la variable respuesta:

> X <- matrix(c(2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 4,
+ 12, 1, 4, 13, 0, 6, 7, 0, 2, 2), 6,
+ 3)
> X
[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 1 1 0
[2,] 1 4 6
[3,] 1 12 7
(4,] 1 1 0
[5,] 1 2
(6,1 1 13 2

> beta <- c(2, 3, 4)
>y <- X %%beta + rnorn(6)

Especificamos la restriccién lineal 81 = (3 tomando la matriz A y
vector d siguientes:

> A< matrix(c(0, 1, -1), 1, 3, byrow = TRUE)

y a continuacién realizamos la estimacion condicionada:

> resultado <- Iscond(X, vy, A=A d =d,
+ bet a0 = FALSE)
> resul tado$bet as. h

X1 X2 X3
2.8392 3.2647 3.2647

> resul t ado$bet as

X1 X2 X3
2.8037 3.0626 3.7138

59
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COMPLEMENTOS Y EJERCICIOS

4.1 Sea un espacio vectorial M cualquiera, de dimensién finita.
Compruébese que siempre existe una matriz C' tal que M = K(C).
(Ayuda: considérese una matriz cuyas filas fueran una base de M=).

4.2 (1 5.1) Pruébese la igualdad (E.15), pag. 256.

4.3 Justifiquese el paso de (5.9) a (5.10).

4.4 @ El Ejemplo 5.1 se sale del marco conceptual en el que
nos movemos. Los regresores (K y L, 6 log(K) y log(L) al linealizar la
funcién de produccién) no pueden ser fijados por el experimentador:
dependen de los agentes econémicos. Estamos ante datos observados
en oposicion a datos experimentales. Faraway (2005), Sec. 3.8, contiene
una diafana discusién de los problemas que ello conlleva. Es también
interesante, aunque de mas dificil lectura, Wang (1993).

4.5 @ Las restricciones que hemos discutido en la Seccién 5.3
son exactas. Los pardmetros las verifican de modo exacto. En ocasio-
nes se recurre a restricciones estocasticas, llevando a los parametros
a verificarlas de forma aprorimada. Es muy facil introducirlas. Recor-
demos que, al hacer estimacion minimo-cuadratica, los parametros se
fijan de modo que la suma de cuadrados de los residuos sea la minima
posible. Si tenemos restricciones Ag = ¢ que queremos imponer de
modo aproximado basta que afiadamos las filas de A a la matriz X y
los elementos correspondientes de ¢ al vector § para obtener:

9)- ()

y hagamos minimos cuadrados ordinarios con la muestra ampliada
(las filas anadidas se denominan en ocasiones pseudo-observaciones).
La idea es que las filas anadidas funcionan como observaciones y, por
tanto, el procedimiento de estimacion tenderd a hacer A[? ~ ¢ (para
que los residuos correspondientes ¢ — AB sean “pequenos”). Adn mas:
podemos graduar la importancia que damos a las pseudo-observaciones
(y por tanto el nivel de aproximacién con que deseamos imponer las
restricciones estocésticas): basta que las multipliquemos por una cons-
tante adecuada k para estimar

<1§5> = <I§i> g +e. (4.12)
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Obsérvese que ahora los residuos de las pseudo-observaciones serdan
k(¢ —AB) y si tomamos k elevado el método minimo cuadratico tendra
que prestar atencién preferente a que A3 ~ & se verifique con gran
aproximacién (porque los cuadrados de los residuos correspondientes
entran en SSE afectados de un coeficiente k?). Cuando k — 0o nos
acercamos al efecto de restricciones exactas.

4.6 (1 5.5)@ Un caso particular de interés se presenta cuando
en el problema anterior se toma A =1 y & = 0. Se dice entonces que
estamos ante el estimador ridge de pardmetro k. En 11.3, pag. 144,
abordamos su estudio y justificacién con detalle.

4.7 (1 5.5)@ g% La estimacién de (5.12) haciendo uso de las

ecuaciones normales proporciona
B=(X'X+kA'A)UX"g +k2A'T), (4.13)

que admite una interpretacion bayesiana. Supongamos que a priori
B ~ N(Bo,%0). Dado 3, Y se distribuye como N(X3,0%I). La den-
sidad a posteriori de 3 es entonces

1
202

F(B17,0% B0,Z0) o exp{— (7 — XB)

Tomando el logaritmo neperiano e igualando a cero su derivada res-
pecto a 3 tenemos entonces

1 L o= 1.5 = R
—53 |(2X (7 — X B) +20°551(F — Bo)| =0,
que proporciona

(X'X + 025515 - X'g — 0?5513, =10,

y por tanto la moda de la distribucién a posteriori (que facilmente se
comprueba es normal multivariante) es:

B=(X'X+o*5gH )TN X g + 0?55 F0). (4.14)
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Comparando (5.14) con (5.13) vemos que son idénticas cuando kA =
1 1

O’Z(; 2y ké = O’Z(; 2 34: para obtener el estimador bayesiano con in-
formacién a priori como la indicada, basta por tanto con obtener el
estimador MCO en una muestra ampliada con pseudo-observaciones.



