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TAREA 1

EJERCICIOS

Las siguientes cuestiones son de manipulacién y recordatorio de cosas que, en su mayoria, has visto
en cursos anteriores, o se deducen de modo inmediato de ellas. Responde a cada cuestion “cierto” o “fal-
s0”, en este Ultimo caso aportando un contraejemplo en apoyo de tu afirmacién. Si se pide, bosqueja una
demostracion o haz el desarrollo solicitado.

Las letras maytsculas, A, B, C, etc. denotan matrices. Los vectores se denotan por &, i/, etc. Si A es una
matriz cuadrada, |A| denota su determinante, y tr(A) su traza. El operador de trasposicién se denota por ’,
comoen Z’, A’, etc.

1. (A+B) =A"+B".

2. AB = BA.

3. |AB| = |A||B|, ambas matrices cuadradas.
4. |AB| = |BA|, Ay B matrices cuadradas.
5. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B).

6. tr(AB) = tr(BA); ilustra la veracidad o falsedad con un ejemplo utilizando dos matrices cualesquie-
ra2 x 2.

7. Acuadrada, AT =0y Z # 0= |A| = 0.
8. #'# > 0, cualquiera que sea 7.

9. Muestra que A’A es en todo caso definida o semidefinida positiva (Ayuda: considera Ay = ¥y haz
uso del resultado anterior).

10. A’A es simétrica.
11. Si A’A es semidefinida positiva y no definida positiva, hay Z # 0 tal que AZ = 0. Demuestra.

12. {Cémo esta relacionado el rango de AB con el de sus factores, Ay B?
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(AB)' = A'B".
(AB)' =B'A’.

Si A es simétrica semidefinida positiva, siempre hay B tal que A = BB’; da una demostracién
constructiva que produzca una B (no es en general tnica).

Si A es cuadrada, simétrica, con valores propios Ay, ..., \,, entonces tr(A) = >°F_ ;.
Si A es cuadrada, simétrica, con valores propios A1, ..., A, entonces |A| = [T7_; \;.
Yia's)? =a (X @) a.

-1 (AT (AZ;) ' = A (ZF 73 ) A,

Una matriz de covarianzas es siempre definida o semidefinida positiva; demuéstralo (Ayuda: el valor
medio de una variable aleatoria al cuadrado es necesariamente no negativo).

(A1 = (A71)" si A tiene inversa.

Los valores propios no nulos de AB y BA (conformables, pero no necesariamente de la misma di-
mension) son iguales.

Sean # y i/ dos vectores p-dimensionales centrados, es decir, >.7_; x; = ¥ , y; = 0. Recordando
que en un espacio vectorial dotado de producto interno <, > se define el coseno del dngulo 6 entre

dos vectores como .
< Z >

2111711
interpreta geométricamente el coeficiente de correlaciéon muestral ordinario.

Escribe una matriz 2 x 2 que multiplicada por un vector cualquiera de R? proporcione otro del mismo
modulo girado ¢ grados en sentido antihorario.

(Cudles de entre estas propiedades tienen las matrices asociadas a aplicaciones lineales “giro”; (i)
Cuadradas, (ii) Ortogonales, (iii) Singulares, (iv) De rango completo?

Una aplicacion lineal giro operando sobre los p vectores de una base ortogonal de RP produce otros p
vectores. ;Son éstos ultimos base de RP? ;Base ortogonal?

Indica y justifica la relacién existente entre el caricter de definida (positiva o negativa), semidefinida
(positiva o negativa) o indefinida de la forma cuadratica ' A% y los valores propios de A.

Los valores propios de una matriz simétrica son siempre positivos.
Los valores propios de una matriz simétrica son siempre reales.

Una matriz simétrica, semidefinida positiva e idempotente tiene valores propios que son 0 6 1. De-
muéstralo.

¢Cémo son los contornos definidos por #'AZ = ¢? para diferentes valores de ¢ cuando A es: (i) Es-
calar (diagonal con elementos iguales a lo largo de la diagonal principal), (ii) Diagonal (posiblemente
con elementos diferentes en la diagonal principal), o (iii) Positiva definida cualquiera.
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Una matriz A es Gramiana (simétrica y definida positiva) si, y s6lo si, puede expresarse como producto
A = P'P con P no singular. Demuéstralo.

(Qué es el nicleo de una aplicacién lineal?

Sea A una matriz cuadrada simétrica. Describe brevemente como calcularias A% sin recurrir a la
solucién de fuerza bruta de multiplicar A por s{ misma 65 veces.

Haciendo uso del hecho de que para cualquier matriz A se verifica que A’A = 0 = A = 0,
demuestra que para matrices reales P, (), X se verifica:

PXX =QXX = PX = QX.

Demuestra que para una matriz K real cualquiera, I + K K’ es definida positiva.

Lectura recomendada. Cualquier texto de Algebra Lineal que hayas manejado. Si has cursado Mate-
maticas en la Facultad, posiblemente habrds utilizado [3]. Un resumen bastante completo de resultados de
algebra matricial que emplearemos puede encontrarse en [2], Cap. 2. Textos que cubren con largueza todo
cuanto necesitaremos son [5], [4] y [1] (éste Gltimo es una recopilacién de ejercicios).
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