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TEMA 6. VARIABLE ALEATORIA CONTINUA

Introduccion

Definicion

Se considera un experimento aleatorio en cuyo espacio muestral, (), estd definida una funcién de
probabilidad, P.

Una variable aleatoria, X, es una funcién que hace corresponder un numero real a cada uno de los
sucesos elementales del espacio muestral ().

X:0—R

Dominio

Una variable aleatoria es continua cuando el conjunto de todos los valores que puede tomar no es
numerable; es decir, puede tomar cualquier valor en uno o varios intervalos de la recta real.

Distribucion de probabilidad continua

Funcién de densidad de probabilidad

Dada una variable aleatoria continua, X, se define su funcién de densidad de probabilidad como
aquella funcion f (x) tal que:

P(a<X<b)=fabf(x)dx VabeR 6ab=+c

Una funcién de densidad f (X) verifica las siguientes condiciones:

s f(X)=20 VXeE (—o00, +0)

= fjf X dx =1

Es decir, la funcion toma valores positivos o nulos en toda la recta real y, ademas, el drea compren-
dida entre su gréfica y el eje de abscisas es uno (la probabilidad total).

= ProbabilityDistribution[pdf{X,Xmin,Xmax,dX}]. Representa la distribucién de probabilidad
de la variable continua X, que toma valores entre Xmin Y Xmax con una funcion de densidad pdf.
La funcién pdf toma el valor cero para X < Xmin Y X > Xma-

= PDF[dist,x]. Da la funciéon de densidad de probabilidad de una variable X que sigue una
distribucion de probabilidad dist.
Funciéon de distribucién de probabilidad

Dada una variable aleatoria continua, X, se define su funcion de distribucién de probabilidad como
aquella funcion tal que:

Foo=PX<x= [ fidt vteR
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Es la funcidon que asocia a cada valor real X la probabilidad de que una variable aleatoria continua X
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Si F (X) es la funcién de distribucién de probabilidad de una variable aleatoria continua entonces su

funcién de densidad, f (X), es : |F'(x) = f (X)

= CDF[dist,x]. Da la funcion de distribucién de probabilidad de una variable aleatoria continua X
que sigue una distribucién de probabilidad dist.

Siendoa<b:|P(a<x<h) =F(b)-F ()|

= Probability[predx<dist]. Da la probabilidad de un suceso que satisface el predicado preden
el supuesto de que la variable aleatoria X siga una distribucion de probabilidad dist.

= Distributed[Xx,dist]. También, xadist. Indica que la variable aleatoria X sigue una distribucion
de probabilidad dist.

= Conditioned[expr,cond]. También, exprpcond. Representa una expresion expr condicionada
por el predicado cond

Nota. Se recomienda copiar los simbolos & y b de la Ayuda del programa. Se indican alias para su
obtencion por teclado: <Esc>+dist+<Esc> (&) y <Esc>+cond+<Esc> (D).

Valor esperado

El valor esperado de una variable aleatoria continua X es una media ponderada de los posibles
valores de X en la que el peso de un valor determinado coincide con la funcién de densidad de X
evaluada en ese valor.

Por tanto, se define como:

E[X] = f:x f () dx

= Mean[dist]. Da la media de la distribucién de probabilidad dist

= Expectation[expr,xadist]. Da el valor esperado de expr en el supuesto de que la variable
aleatoria X siga una distribucion de probabilidad dist

= Moment[dist,1]. Da el primer momento central de la distribucion de probabilidad dist.

Varianza

La varianza de una variable aleatoria continua X es el valor esperado del cuadrado de las desvia-
ciones respecto de la media de X.

Se define como:

Var(X] = E[(X ~E[X]?| = [ (x-pw? f (0 dx

Variance[dist]. Da la varianza de la distribucion de probabilidad dist

CentralMoment[dist,2]. Da el segundo momento central de la distribucion de probabilidad dist.

Cuantiles

Median[dist]. Da la mediana de la distribucién de probabilidad dist
Quantile[dist,q]. Da un cuantil de la distribucion de probabilidad dist.

CDF[dist,x]. Da la funcidon de distribucion acumulada de una distribucion de probabilidad dist
evaluada para el valor X.
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Forma y simetria

= Skewness[dist]. Da el coeficiente de asimetria de la distribucién de probabilidad dist

= Kurtosis[dist]. Da el coeficiente de apuntamiento de la distribucion de probabilidad dist.

Ejemplo

Se considera una variable aleatoria continua X cuya funcién de densidad viene dada por la funcién:

6x(1-X%x) sixel0,1]]
{ 0 si x¢ [0, 1

= funcion de densidad de probabilidad
flx_]1=6x(1-Xx);
dist = ProbabilityDistribution [f[x], {x, @, 1}];

PDF [dist, x] // TraditionalForm

6(1-x)x O<x<1
0 True

= representacion grafica de la funcién de densidad
Plot [PDF [dist, x], {x, -2, 2}, Filling - Axis]
15

10+

0.5F

—I2 —I1 1 2
= comprobacién de la funcién de densidad

Integrate[f[x], {x, 0, 1}]

1

= funcidn de distribucion acumulada

CDF [dist, x] // TraditionalForm

{l x=1
3x2-2x% O0<x<1

= integrando la funcién de densidad

Integrate [PDF [dist, x], x] // TraditionalForm

0 x<0

_6(5_ ﬁ) 0<x=<1
3 2

1 True
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= representacion grafica

Plot [CDF [dist, x], {x, -2, 3}, Filling - Axis, PlotRange - {0, 1}]
1.0
0.8
06
0.4
0.2

-2 -1 0 1 2 3

= calculo de probabilidades
= P(x<0.5
CDF [dist, ©.5]
0.5
= P(x<1
CDF [dist, 1]
1
" Px>03=1-P(x<3)
1 - CDF [dist, ©.3]
0.784
= P(0.3=xx<0.7

Probability[0.3 <x< 0.7, x~dist]
0.568

= P(05<x<1

Probability[0.5<x < 1.0, x~dist]
0.5

= P(x>05|x<0.§
Probability [Conditioned [x > 0.5, x<©0.8], x~dist]

0.441964

Probability [x > 0.5 ) x<0.8, X~ dist]
0.441964

. _P(x>05Mx<0.8 _P(05<x<0.8
P(x>0.5|x<0.8= P(x<0.8 = P(x<0.8

Probability [0.5 <x < 0.8, x~dist] /Probability[x < 0.8, x~dist]
0.441964

= valor esperado

{Mean[dist], Expectation[x, x ~dist], Moment [dist, 1]}

OCW.
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= varianza
{Variance [dist], Expectation[ (x - Mean[dist]) ~2, x~dist], CentralMoment [dist, 2]}
1 1 1
o 3" 2
20 20 20
= cuantiles
= mediana
Median [dist]
1

2
= cuartiles
Quantile [dist, {©.25, ©.50, 0.75}]
{0.326352, 0.5, 0.673648}
= percentil 30
Quantile [dist, 0.30]
0.363257
= moda
Solve[f'[x] =0, X]
1
(=31
2
= simetria y forma

Skewness [dist] // N (» simétrica =)

0.

Kurtosis [dist] // N (xdistribucién platicirticax)

2.14286

Modelos de distribucion de probabilidad

Introduccion
Para determinar la distribuciéon de probabilidad de una variable aleatoria basta con conocer la funcion
de densidad. Esto, a priori, no siempre es posible.

Se presentan una serie de modelos tedricos de distribucién de probabilidad cuyas funciones de
densidad pueden resultar adecuadas para determinadas variables aleatorias continuas.

Uniforme continua

Una variable aleatoria X sigue una distribucidon uniforme continua en el intervalo [Xmin, Xmay] Si esta
distribuida de forma uniforme en dicho intervalo. Es decir, la variable puede tomar cualquier valor
dentro del intervalo, todos ellos con la misma densidad.

Notacién: | X ~ UC[Xmin, Xmaxl |
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= funcidon de masa de probabilidad

PDF [UniformDistribution [ {Xpins, Xmax}1, X] // TraditionalForm

Xmax—Xmin

{ . Xmin < X = Xmax
0 True

= funcion de distribucion acumulada

CDF [UniformDistribution [ {Xmins Xmax}]1s X] // TraditionalForm

Xmax—Xmin

{ _XXmin_ xminSxSxmax

1 X > Xmax

= valor esperado

Mean [UniformDistribution [ {Xuin, Xmax}]1] // TraditionalForm

1
E (Xmax + Xmin)

Expectation [x, x @ UniformDistribution [ {Xpins Xmax}1] 7/ TraditionalForm

1
E (Xmax + Xmin)

= median

Median [UniformDistribution [ {Xuin, Xmax}1] // TraditionalForm
1
E (Xmax + Xmin)

= varianza

Variance [UniformDistribution [ {Xpin, Xmax}1] // TraditionalForm

1
— (Xmax — Xmin)2
12

Ejemplo. El precio medio del litro de gasdleo A en una determinada gasolinera durante el préximo
mes se estima que puede oscilar, uniformemente, entre 1.35€ y 1.45€.

= variable aleatoria X : "precio, en euros, del gaséleo A el préximo'mes

= espacio muestral: Q) = [1.35, 1.45

= funcion de densidad de probabilidad
distUC = UniformDistribution[{1.35, 1.45}];

PDF [distUC, x] // TraditionalForm

10, 1.3E<x=<1.4t
0 True

= funcion de distribucion acumulada

CDF [distUC, x] // TraditionalForm

10.(x-1.35 1.3t<x=<14t
1 x> 1.45
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= representacién grafica

Grid [
{{
Plot [Table [PDF [UniformDistribution [ {min, max}], x], {min, {1.35}}, {max, {1.45}}], {x, 1.3,
1.5}, Filling - Axis, PlotRange - All, AxesLabel -» {HoldForm["X"], HoldForm["f(x)"]}]1,
Plot [Table [CDF [UniformDistribution [ {min, max}], x], {min, {1.35}}, {max, {1.45}}], {x, 1.3,
1.5}, Filling - Axis, PlotRange - All, AxesLabel -» {HoldForm["Xx"], HoldForm["F(X)"]1}13}}]

fo F(x)
10| 1.0
8r 0.8
6f 06
4t 04
2t 0.2
135 140 145 150 135 140 145 150

calculo de probabilidades
= P(X<1.4)

CDF [distUC, 1.41]

0.6

= P(X > 1.4

1 - CDF [distUC, 1.41]

0.4

Normal

También llamada de Gauss o gaussiana. Es el modelo de distribucién mas importante porque es el
que aparece con mas frecuencia en fendmenos reales. Su importancia radica en que permite modelar
numerosos fendmenos naturales, sociales y psicoldgicos. La grafica de su funcidon de densidad es la
campana de Gauss.

Muchas variables aleatorias presentan funciones de densidad cuya grafica tiene forma de campana;
se debe a que hay muchas variables asociadas con fendmenos naturales y reales cuyas caracteristi-
cas son compatibles con el modelo aleatorio normal. En general, cualquier caracteristica que se
obtenga como suma de muchos factores independientes halla en la distribucién normal un modelo
adecuado.

Una variable aleatoria continua X que puede tomar cualquier valor X € R sigue una distribucion
normal de parametros u € Ry o > 0 si su funcién de densidad de probabilidad es de la forma:

1 e
-e 22 ¥ XxeR

f(x) =

oA 2n

El modelo de distribucion normal tiene dos parametros: la media 4 € R y la desviacion tipica o > 0.

Notacién: | X ~ N (u, o)

= NormalDistribution[u,0]. Representa una distribucion normal con media u y desviacién
tipica o.

= NormalDistribution[]. Representa una distribucién normal con media u =0 y desviacién
tipica o = 1 (estandar).
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PDF [NormalDistribution [u, o], x] // TraditionalForm

(x-w?

e 202

Vor o

= representacion grafica de la funcidon de densidad para u = 0 y diferentes valores de o

Plot[Table[PDF[NormalDistribution [e, o1, x1, {o, {.75, 1, 2}}] // Evaluate,

{x, -6, 6}, PlotLabels » Placed[{"N(0,0.75)", "N(©,1)", "N(0,2)"},
{{Scaled[0.51], Right}, {Scaled[0.4], Left}, {Scaled[@.7], Right}}],
Filling - Axis, PlotLabel » "N(0O,0)", AxesLabel » {HoldForm["x"], HoldForm[" f(x)"] }]

N(0,0)
f

N(0,1) / 02t

01l N(0,2)

-6 -4 -2 H 2 4 6

= representacion grafica de la funcion de densidad para o = 10y diferentes valores de u

Plot[Evaluate@Table[PDF[NormalDistribution [t, 101, X1, {u, {45, 70, 100}}1,

{x, 10, 140}, Filling -» Axis, PlotRange - Full, PlotLabel -» "N(u,10)",
PlotLabels » Placed [{"N(45,10)", "N(70,10)", "N(100,10)"}, Above],
AxesLabel - {HoldForm["x"], HoldForm[" f(x)"] }]

N(,10)
f®
004l N(45,10) N(70,10) N(100,10)
003f
0.02]
001]
1 L L " 1 L L L Il " i S — L " L L L L 1 " 1 X
20 40 60 80 100 120 140

= funcion de distribucién de probabilidad

No se puede calcular una primitiva de la funcién de densidad mediante métodos elementales; sélo
puede aproximarse mediante métodos numéricos.
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1 X+ U
—Er*fc{

2 V2 o

= Erfc[Zz]. Da la funcidn de error complementario.

= representacion grafica de la funcion de distribucién para u = 0 y diferentes valores de o

Plot[Table[CDF[NormalDistribution [0, o1, x], {o, {.75, 1, 2}}] // Evaluate,
{x, -6, 6}, PlotLabels » Placed[{"N(0,0.75)", "N(©,1)", "N(0,2)"},
{{Scaled[0.59], Left}, {Scaled[0.38], Left}, {Scaled[@.6], Right}}],
Filling - Axis, PlotLabel » "N(O,0)", AxesLabel -» {HoldForm["Xx"], HoldForm["F(x)"] }]
N@0,0)
Fx)

10f
N(0,0[75)
0.8}

N(0,2)
0.6},

. . L ! L X
-6 -4 2 4 6
= representacion grafica de la funcion de distribucién para o = 10y diferentes valores de u

Plot[Evaluate@Table[CDF[Nor‘malDistr‘ibution [u, 101, x], {u, {40, 70, 100}}1],
{x, 10, 140}, Filling -» Axis, PlotRange - Full, PlotLabel » "N(u,10)",
PlotLabels » Placed[{"N(45,10)", "N(70,10)", "N(100,10) "},

{{Scaled[0.2], Right}, {Scaled[0.4], Right}, {Scaled[@.6], Right}}],
AxesLabel -» {HoldForm["x"], HoldForm["F (x)"] }]

N(u,10)
F(x)
1.0¢
08
0.6
04+
02+t N(70,10)
N(100,10)
. . L . . Ly
20 40 60 80 100 120 140

= valor esperado

Mean [NormalDistribution [u, o]] // TraditionalForm

u

Expectation [x, x ~ NormalDistribution [u, o]] // TraditionalForm
u

= mediana

Median [NormalDistribution [u, o]] // TraditionalForm

7
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= moda

fn[x_] = PDF [NormalDistribution [u, o], x]; Reduce[fn'[x] =0, X]
0+ 0&& X =

= varianza

Variance [NormalDistribution [u, o]] // TraditionalForm

0_2

= cuartiles
Quantile [NormalDistribution [u, o], {0.25, ©.50, ©0.75}]

{u-90.67449 o0, 0. + L, L+ 0.67449 o}

Ejemplo. El peso, medido en kilogramos, de los nifios de tres meses se sabe que sigue una distribu-
cién normaldey =6y o =1.2

= variable aleatoria X : "peso, en kg, de nifios den3ese’s
= notacion: X ~ N(6, 1.2

= funcion de densidad de probabilidad

distN = NormalDistribution [6, 1.2];

PDF [distN, x] // TraditionalForm

0.3324520:347222%-6]

= funcion de distribucién de probabilidad

CDF [distN, x] // TraditionalForm

1
— erfq0.5892566 — x))
2

= representacién grafica

Grid[{{
Plot [PDF [NormalDistribution[6, 1.2], x], {X, 2.0, 10.0}, Filling - Axis, PlotRange - All,
Ticks » {{4, 6, 8}, {0.15, 0.25, 0.35}}, AxesLabel - {HoldForm["X"], HoldForm["f(X)"]}],
Plot [CDF [NormalDistribution[6, 1.2], x], {Xx, 2.9, 10.0}, Filling - Axis,
PlotRange » All, AxesLabel » {HoldForm["Xx"], HoldForm["F(X)"]13}1}}]

[ I'(x)
0.35 1.0
0.25 0.8
0.6
0.15 04
0.2
X t X
4 6 8 4 6 8 10

= calculo de probabilidades y cuantiles
mu=6;sig=1.2;

= P(|X —u| < 30) : proporcion de valores de la distribucién que se encuentran a menos de tres
desviaciones tipicas de la media

Probability [mu - 3xsig <x<mu+3%sig, x~distN]

0.9973

10
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Probability [mu - 2xsig <x<mu+2*sig, x~distN]

0.9545

= P(X < 3.650)

CDF [distN, 3.650] // N
0.0250955

= P(X = 7.100)
1 - CDF[distN, 7.100] //N
0.179659

= Percentil 35

Quantile [distN, 0.35]
5.53762

Exponencial

Una variable aleatoria continua X que puede tomar valores X = 0 sigue una distribucién exponencial
de parametro A si su funcion de densidad de probabilidad es de la forma:

o= {0 X200
‘{o x<0 <

Suele ser modelo de aquellos fendmenos aleatorios que miden el tiempo que transcurre entre la
ocurrencia de dos sucesos por lo que se encuentra relacionado con el modelo de distribuciéon de
Poisson.

También, se emplea para modelar la distribucién de la vida Util de determinados componentes.

Notacién: | X ~ g(1)

= ExponentialDistribution[A]. Representa una distribucién exponencial con una escala
inversamente proporcional al parametro A.

= funcion de densidad de probabilidad

PDF [ExponentialDistribution [A], x] // TraditionalForm

et x=0
{ 0 True

= representacién grafica de la funcién de densidad para diferentes valores de A

Plot[Table[PDF[ExponentialDistr‘ibution [Al, X1, {A, {0.5, 1, 1.5}}] // Evaluate,
{x, @, 5}, Filling -» Axis, PlotRange - All, PlotLabel » "g(d)",
PlotLabels - Placed[{"A=0.5", "A=1.0", "A=15"},
{{Scaled[0.5], Right}, {Scaled[0.22], Right}, {Scaled[0.1], Right}}],
AxeslLabel -» {HoldForm["Xx"], HoldForm[" f(x)"] }]

11
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&)
fx)
15}
1.0F \a=L5
05
\/\:I.O
o,
1 2 3 4 5

= funcion de distribucién de probabilidad

CDF [ExponentialDistribution [A], x] // TraditionalForm
{ 1-¢/% x=0
0 True

= representacién grafica de la funcién de distribucidon para diferentes valores de A

Plot[Table[CDF[ExponentialDistr‘ibution[A], x], {A, {0.5, 1, 1.5}}] // Evaluate,
{x, @, 7}, Filling - Axis, PlotRange » All, PlotLabel » "&(A)",
PlotLabels -» Placed[ {"A=0.5", "A=1.0", "A=15"}, {{Scaled[0.08], Right}, {Scaled[0.16], Right},
{Scaled[0.24], Right}}], AxesLabel » {HoldForm["X"], HoldForm["F(x)"] )]

g(d)

Fx)
10¢

08}
06} =1

04

0.2k A=0.5

1 2 3 4 5 6 7
= valor esperado

Mean [ExponentialDistribution [A]] // TraditionalForm
1

A

Expectation [x, x @ ExponentialDistribution [A]] // TraditionalForm
1

A
= mediana

Median [ExponentialDistribution [A]] // TraditionalForm

log(2)
A

= moda

fe[x_] = PDF [ExponentialDistribution [A], x]; Reduce[fe'[x] =0, X]
(A==08&&Xx>0) || x<0

12
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= varianza

Variance [ExponentialDistribution [A]] // TraditionalForm

1

2

Ejemplo. El tiempo que transcurre entre la recepcion de dos correos electronicos en una determi-
nada direccidn sigue una distribucidon exponencial con un promedio de 10 minutos.

= variable aleatoria X : "tiempo, en minutos, que transcurre entre la recepcién de dos correos

= calculo del parametro A

NSolve [Mean [ExponentialDistribution [A]] =10, A]

{{r->0.1}}

= notacion: X ~ g(0.1)
= funcion de densidad de probabilidad

distE = ExponentialDistribution [0.1];

PDF [distE, x] // TraditionalForm

0.1¢%* x>0
0 True

= funcion de distribucién de probabilidad

CDF [distE, x] // TraditionalForm

{ 1-¢91X x20
0 True

= representacién grafica

Grid [
{
Plot [PDF [ExponentialDistribution [0.1], x], {x, @, 50},
Filling - Axis, PlotRange - All, AxesLabel » {HoldForm["Xx"], HoldForm["f(X)"]1}],
Plot [CDF [ExponentialDistribution [0.1], x], {x, @, 50}, Filling - Axis,
PlotRange - All, AxesLabel -» {HoldForm["x"], HoldForm["F(x)"]1}1}}]

)
0.10
0.08
0.06
0.04
0.02

. L L n X f L L L L Loy

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

= calculo de probabilidades y cuantiles
= P(X = E[X])

CDF [distE, 10] //N

0.632121
= P(X > 20)

1 - CDF [distE, 20] // N

0.135335

13
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= Percentil 35

Quantile [distE, 0.35]
4.30783

= P(X > 18 | X > 9): propiedad de la falta de memoria de la exponencial
Probability [x > 15 ) x > 9, x ~distE] == Probability [x > (15 -9), x~ distE]

True

Probability [x > 15 ) x > 9, x ~distE]
0.548812

1 - CDF [distE, 6] //N
0.548812

Gamma

Una variable aleatoria continua X que puede tomar valores X = 0 sigue una distribucion gamma de
parametros Ky A (k > 0, A > 0) si su funcién de densidad de probabilidad es de la forma:

A(Ax) e

0T Tw

YAeR

Los parametros K y A se denominan “de forma” y “de escala”, respectivamente.
Casos particulares de esta distribucién son:
= distribucién exponencial (si k = 1)

m distribucién de Erlang (si K = n e N) que se usa, por ejemplo, como modelo del tiempo que pasa
entre la ocurrencia de n sucesos

= distribucidn ji cuadrado con r grados de libertad (si k = % A= %) gue se usa, por ejemplo, para
evaluar la bondad del ajuste de una distribucién tedrica a unos datos

Notacién: | X ~T'(k,A) |o [ X ~ Gammak, }) |

= GammaDistribution[Kk, 8]. Representa una distribucion gamma con parametro de forma K y

. 1
parametro de escala 8 = T

= funcion de densidad de probabilidad
PDF [GammaDistribution [k, 1], x] // TraditionalForm
A’kxk’l[f_

r(k)
0 True

x>0

= representacion grafica de la funcion de densidad para k = 2 y diferentes valores de A

Plot[Table[PDF[GammaDistribution [2, A1, x], {A, {0.75, 1, 3}}] // Evaluate,
{x, @, 10}, Filling -» Axis, PlotRange -» All, PlotLabel » "I'(2,A)",
PlotLabels -» Placed[{"A=0.75", "a=1", "a=3"},

{{Scaled[0.1], Right}, {Scaled[0.25], Right}, {Scaled[0.6], Right}}],
AxesLabel - {HoldForm["x"], HoldForm[" f(x)"] }]
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2,0

N

2 4 6 8 10
= representacion grafica de la funcion de densidad para A = 2 y diferentes valores de k
Plot[Table[PDF[GammaDistribution [k, 21, x1, {k, {1, 2, 4}}] // Evaluate, {x, 0, 15},

Filling - Axis, PlotRange -» All, PlotLabel » "I'(K,2)", PlotLabels - Placed[{"k=1", "k=2", "k=4"},

{{Scaled[0.1], Right}, {Scaled[0.2], Right}, {Scaled[0.5], Right}}],
AxesLabel - {HoldForm["x"], HoldForm[" f(x)"] }]

I'(k,2)
)
fi=4
L \ L X
2 4 6 8 10 12 14

= funcion de distribucién de probabilidad
CDF [GammaDistribution [k, A], x] // TraditionalForm
{ Qk 0, %) x>0
0 True
= representacion grafica de la funcion de distribucién para k = 2 y diferentes valores de A

Plot[Table[CDF[GammaDistribution [2, A1, x], {A, {0.75, 1, 3}}] // Evaluate,
{x, @, 10}, Filling -» Axis, PlotRange -» All, PlotLabel » "I'(2,A)",
PlotLabels - Placed [ {"A=0.75", "A=1", "a=3"},

{{Scaled[0.28], Right}, {Scaled[0.2], Right}, {Scaled[0.4], Right}}],
AxesLabel » {HoldForm["x"], HoldForm["F(xX)"] }]
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re,n

. . . . -
2 4 6 8 10

= representacion grafica de la funcion de distribucion para A = 2 y diferentes valores de k

Plot[Table[CDF[GammaDistribution [k, 21, x1, {k, {1, 2, 4}}] // Evaluate, {x, 0, 15},
Filling - Axis, PlotRange -» All, PlotLabel » "I'(K,2)", PlotLabels - Placed[{"k=1", "k=2", "k=4"},
{{Scaled[0.1], Right}, {Scaled[0.2], Right}, {Scaled[0.4], Right}}],
AxesLabel -» {HoldForm["Xx"], HoldForm[" f(x)"] }]
I'(k,2)
f

10

0.8

0.6

04+

021

10 12 14

= valor esperado

Mean [GammaDistribution [k, B]] // TraditionalForm

Bk

Expectation [x, x ~ GammaDistribution [k, 8]] // TraditionalForm
Bk
= varianza

Variance [GammaDistribution [k, 8]] // TraditionalForm
Bk
Ejemplo. El nimero de correos electronicos recibidos en una determinada direccién sigue una

distribucion de Poisson con un promedio de 4 correos a la hora. El tiempo hasta la recepcion de tres
correos sigue una distribucién gamma.

= variable aleatoria X : "nUmnero de correos que llegan a la hora a la direccion”

= variable aleatoria T : "tiempo, en horas, que transcurre hasta la recepcién de tres cbrreos

= notacion: T ~ F(3, %)

= funcion de densidad de probabilidad

distG = GammaDistribution[3, 1/4];
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PDF [distG, t] // TraditionalForm

3242 t>0
0 True
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= funcion de distribucién de probabilidad

CDF [distG, t] // TraditionalForm

Q@3,0,4t) t>0
{ 0 True

= representacion grafica

Grid[{{
Plot [PDF [ExponentialDistribution [0.1], x], {x, @, 40},
Filling - Axis, PlotRange - All, AxeslLabel » {HoldForm["t"], HoldForm["f(®1)"]1}],
Plot [CDF [ExponentialDistribution [0.1], x], {x, @, 40}, Filling - Axis,
PlotRange - All, AxesLabel -» {HoldForm["t"], HoldForm["F({®)"1}13}}]

f I'(n
0.10 1.0
0.08 0.8
0.06 06
0.04 0.4
0.02 0.2
' 10 20 30 40 10 20 30 20

= calculo de probabilidades y cuantiles
= P(T < 0.5)

CDF [distG, ©.75] // N

0.57681
= P(T>1)

1 - CDF [distG, 1] //N

0.238103

Probability [T > 1, T ~ GammaDistribution[3, 1/4]]//N

0.238103

= Percentil 35

Quantile [distG, ©.35]

0.524659

Ji-cuadrado

Una variable aleatoria continua X que puede tomar valores X > 0 sigue una distribucion ji-cuadrado
con v (parametro) grados de libertad si su funcidon de densidad de probabilidad es de la forma:

V., o=
foo=R€ yyso0

2r(

Notacion:
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Si Zi, 25, ..., Z¢ son variables aleatorias normales estandar e independientes entonces la variable
X ~ x?2, siendo v = k-1, se define como:
X=YK, 72
= Li=14
Es una funcién asimétrica positiva, sdlo tienen densidad los valores positivos (suma de cuadrados).
Se hace mas simétrica, incluso casi gaussiana, al aumentar el nUmero de grados de libertad.

Tiene muchas aplicaciones en estadistica inferencial como la estimacidon de varianzas y los test de
independencia y bondad de ajuste.

= funcion de densidad de probabilidad
PDF [ChiSquareDistribution [v], x] // TraditionalForm
22 p=X2 ngl

)

0 True

x>0

= representacion grafica de la funcién de densidad para diferentes valores de v

Plot[Table[PDF[ChiSquareDistribution [v], x1, {v, {1, 5, 10}}] // Evaluate,
{x, @, 25}, Filling -» Axis, PlotRange - {{@, 25}, Automatic},
PlotLabel » "y;", PlotLabels - Placed [{"x3", "x5", "x5"},

{{Scaled[0.005], Right}, {Scaled[0.19], Right}, {Scaled[0.5], Right}}],
AxesLabel - {HoldForm["x"], HoldForm[" f(x)"] }]

Xy
)
020+
Xi

0.15

X3
0.10

2
0.05] Ao
\\
é 10 15 2'0 2'5 *

= funcion de distribucién de probabilidad
CDF [ChiSquareDistribution [v], x] // TraditionalForm

(o) =
0

True
= representacién grafica de la funcidén de distribucion para diferentes valores de v

Plot[Table[CDF[ChiSquareDistribution [vl, x1, {v, {1, 5, 10}}] // Evaluate, {x, 0, 25},

Filling - Axis, PlotRange - All, PlotLabel » " y2", PlotLabels »Placed [{"x3", "X5", "X%0"}>

{{Scaled[0.03], Right}, {Scaled[0.179], Right}, {Scaled[0.38], Right}}],
AxesLabel -» {HoldForm["Xx"], HoldForm["F(x)"] }]
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F(x)

10

0.8+

0.6

0.4

0.2

5 10 15 20 25
= valor esperado

Mean [ChiSquareDistribution [v]] // TraditionalForm

v

Expectation [x, x ~ ChiSquareDistribution [v]] // TraditionalForm
v
= mediana

Median [ChiSquareDistribution [v]] // TraditionalForm

v 1
2Q’1[—, 0, —]
2 2
= varianza
Variance [ChiSquareDistribution [v]] // TraditionalForm
2v
Ejemplo. Se considera una variable aleatoria X ~ y2,.
= funcién de densidad de probabilidad
dist] = ChiSquareDistribution [23];
PDF [distJ, x] // TraditionalForm
(,—X/Z XZ]./Z

x>0
13749310575/ 2~x

0 True

= funcion de distribucién de probabilidad
CDF [dist], x] // TraditionalForm
(203 0

0 True
= representacién grafica

Grid[
{{
Plot [PDF [ChiSquareDistribution [23], x], {x, ©, 50}, Filling - Axis,

PlotRange -» Automatic, AxesLabel » {HoldForm["x"], HoldForm["f(X)"]}],

Plot [CDF [ChiSquareDistribution [23], x], {x, ©, 50}, Filling - Axis,
PlotRange - All, AxesLabel -» {HoldForm["x"], HoldForm["F(x)"]1}1}}]
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[ Fx)

0.06 1.0¢
0.05 08}
0.04 o6l
0.03

04
0.02
0.01 02¢

X X

10 20 30 40 50

= calculo de probabilidades y cuantiles
= P(X < 20)
CDF [distJ], 20] //N

0.358088

Probability [x <20, x~distJ] //N
0.358088

= P(X > 40)
1 - CDF [dist], 48] //N

0.0153691

Probability [x > 40, x~distJ] //N
0.0153691
= Percentil 35

Quantile [distJ], ©.35]

19.8657

t de Student

Una variable aleatoria continua X sigue una distribucién t de Student con v (parametro) grados de
libertad si su funcion de densidad de probabilidad es de la forma:

e
f(x)=m_r(g) (1+7) 2

Notacion:

= StudentTDistribution[v]. Representa una distribucion t de Student con v grados de libertad.

Si Zy, Z4, Z5, ..., Z, son n+1 variables aleatorias normales estandar e independientes entonces la
variable X ~t, , siendo v =n-1, se define como:
X= %

1
NoXitvs

Surge del problema de estimar la media de una poblacién normalmente distribuida cuando el tamafio
de la muestra es pequefa.
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PDF [StudentTDistribution [v], x] // TraditionalForm
vl

VX2

y 1
V(3 3)
= representacién grafica de la funcién de densidad para diferentes valores de v

Plot [Table [PDF [StudentTDistribution [v], x], {v, {1, 3, 25}}] // Evaluate,
{x, -5, 5}, Filling - Axis, PlotRange » {{-5, 5}, Automatic}, PlotLabel » "t,",
PlotLabels -» Placed[{"t;", "t3", "txs"}, {Scaled[@.5], Right}],
AxesLabel » {HoldForm["x"], HoldForm["f(X)"]}]

t,
f
04 *[25
{y
0,
0.2+
01F
/ 4 AN \
i . \ i ¥
_4 -2 2 4

= funcion de distribucién de probabilidad

CDF [StudentTDistribution [v], x] // TraditionalForm

1 1
—|v(l,—) x<0
2 —\2’2

X4y

%[Ii(%' §)+ 1] True

e
= representacién grafica de la funcién de distribucion para diferentes valores de v

Plot [Table [CDF [StudentTDistribution [v], x], {v, {1, 3, 25}}] // Evaluate, {x, -5, 5},
Filling - Axis, PlotRange - All, PlotLabel » "t,", PlotLabels - Placed [ {"t;", "t3", "t{x5"},
{{Scaled[0.75], Right}, {Scaled[0.65], Right}, {Scaled[0.7], Right}}],
AxesLabel » {HoldForm["x"], HoldForm["F(X)"]1}]

t,
F(x)
1.0

0.8}

0.6

0.2

-4 -2 2 4
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= valor esperado

Mean [StudentTDistribution [v]] // TraditionalForm

0 v>1
Indeterminate True

Expectation [x, x ~ StudentTDistribution [v]] // TraditionalForm

0 y>1
Indeterminate True

= mediana

Median [StudentTDistribution [v]] // TraditionalForm
0

= varianza

Variance [StudentTDistribution [v]] // TraditionalForm

{ é v>2
Indeterminate True

Ejemplo. Se considera una variable aleatoria X ~ tq.
= funcion de densidad de probabilidad
distT = StudentTDistribution [9];

PDF [distT, x] // TraditionalForm
2519424
357 (% + 9)°
= distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X
= funcion de distribucién de probabilidad

CDF [distT, x] // TraditionalForm // Simplify

3x(35)6 + 1155x* + 137972 + 67797 (3] 1
+

357 (% +9)* n 2
= representacion grafica

Grid[
{{
Plot [PDF [StudentTDistribution [9], x], {X, -4, 4}, Filling - Axis,

PlotRange - Automatic, AxesLabel - {HoldForm["x"], HoldForm["f(X)"]}],

Plot [CDF [StudentTDistribution [9], x], {X, -4, 4}, Filling - Axis,
PlotRange —» All, AxesLabel » {HoldForm["Xx"], HoldForm["F(X)"]13}1}}]
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Fx)
10¢

081

X
-4 -2 2 4~ -4

= calculo de probabilidades y cuantiles
= P(X < 3)
CDF [distT, 3] //N

0.992522

Probability[x <3, x~distT] //N
0.992522

" P(X> -2)
1 - CDF [distT, -2] //N

0.961724

Probability [x > -2, x~distT] //N
0.961724
= Percentil 35

Quantile [distT, 0.35]
-0.397868

F de Fisher-Snedecor

Una variable aleatoria continua X que puede tomar valores X = 0 sigue una distribucién F de Fisher-
Snedecor con Nn grados de libertad en el numerador y m grados de libertad en el denominador
(parametros) si su funcién de densidad de probabilidad es de la forma:

n
__xt NX V7. (q__NX 7
Fo= B(2%) ' (nx+m) (1 nx+m Vx=0

Notacion:

= FRatioDistribution[v]. Representa una distribucion F de Fisher-Snedecor con n grados de
libertad en el numerador y mgrados de libertad en el denominador.

Si Y, Y, .., Yn, 24, 2y, ..., Zy son NHM variables aleatorias normales estandar e independientes
entonces la variable X ~ F , se define como:

RN

1 om
=.ym 72
m Z|—l i
Es una funcion asimétrica positiva, sélo tienen densidad los valores positivos.

En estadistica inferencial se usa para la estimacion de cocientes de varianzas.
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= funcién de densidad de probabilidad

PDF [FRatioDistribution [n, m], x] // TraditionalForm

n 1
-1 = (=m-m
m"2n"2 x2 (MmN X)2
nm
TH
2'2

0 True

x>0

= representacién grafica de la funcién de densidad para m = 1y diferentes valores de n

Plot[Table[PDF[FRatioDistr‘ibution [n, 11, x1, {n, {1, 4, 20}}] // Evaluate,
{x, 0, 8}, Filling - Axis, PlotRange - {{0, 8}, {0, 1}},
PlotLabel » "Fn1", PlotLabels » Placed [{"Fy,:", "Fs,1", "F2,1"},
{{Scaled[0.01], Right}, {Scaled[0.07], Right}, {Scaled[0.1], Right}}],
AxesLabel -» {HoldForm["Xx"], HoldForm[" f(x)"] }]

F n.l
f)
1.0

08}
06}
0.4F \\Flo

0.2 H

0.0 . L ! X
0 2 4 6 8

= representacion grafica de la funcion de densidad para n = 4 y diferentes valores de m

Plot[Table[PDF[FRatioDistribution [4, m], x], {m, {1, 4, 20}}] // Evaluate,
{x, @, 8}, Filling - Axis, PlotRange - All, PlotLabel » "F, ",
PlotLabels - Placed [{"F4,1", "F4,4", "Fs,20"}, {Scaled[0.13], Right}],
AxesLabel - {HoldForm["x"], HoldForm[" f(x)"] }]

F 4.m
f)

0.7F
0.6}
0.5
0.4
0.3
0.2F

0.1

. , : —
2 4 6 8
= representacion grafica de la funcion de densidad para diferentes valores denym

Fl1 = Plot[PDF[FRatioDistribution [1, 1], x] // Evaluate, {x, 0, 6},

Filling - Axis, PlotRange -» {{0, 6}, {0, 1.6}}, PlotStyle -» Red, PlotLabels -»
Placed["Fi,,", {Scaled[@.01], Right}], AxesLabel - {HoldForm["x"], HoldForm["f()"]1}];
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F416 = Plot[PDF[FRatioDistr‘ibution [4, 16], x] // Evaluate, {x, @, 6}, Filling - Axis,
PlotRange - {{@, 6}, {0, 1}}, PlotLabels - Placed ["F,,16", {Scaled[@.35], Right}],
AxesLabel - {HoldForm["x"], HoldForm[" f(x)"] }];
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F5070 = Plot [PDF [FRatioDistribution [50, 70], x] // Evaluate,
{x, @, 6}, Filling - Axis, PlotRange - {{0, 6}, {9, 1.6}},
PlotStyle - Green, PlotLabels - Placed ["Fso, 70", {Scaled[@.3], Right}],
AxeslLabel - {HoldForm["Xx"], HoldForm[" f(x)"] }] H

Show[F11, F416, F5070, PlotRange - All]

FS().W!

0.5

0.0 ——
0 1 2 3 4 5 6

= funcion de distribucién de probabilidad
CDF [FRatioDistribution [n, m], x] // TraditionalForm
(169 o
0 True
= representacién grafica de la funcién de densidad para m = 1y diferentes valores de n

Plot[Table[CDF[FRatioDistr‘ibution [n, 11, x1, {n, {1, 4, 20}}] // Evaluate,
{x, 0, 8}, Filling - Axis, PlotRange - {{0, 8}, {0, 1}},
PlotLabel » "Fn1", PlotLabels »Placed [{"Fy,:", "Fs,1", "F2,1"},
{{Scaled[0.1], Right}, {Scaled[0.38], Right}, {Scaled[0.03], Right}}],
AxesLabel » {HoldForm["x"], HoldForm["F(xX)"] }]

le

F(x)
101
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= representacion grafica de la funcion de densidad para n = 4 y diferentes valores de m
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Plot[Table[CDF[FRatioDistr‘ibution [4, m], x], {m, {1, 4, 20}}] // Evaluate,
{x, 0, 8}, Filling -» Axis, PlotRange - All, PlotLabel » "F, ",
PlotLabels - Placed [{"F4,1", "F4,4", "Fs,20"}, {Scaled[0.3], Right}],
AxesLabel -» {HoldForm["Xx"], HoldForm["F(x)"] }]

F-'l,m

F(x)
10

0.8} F,,
0.6}
04l

021

2 4 6 8
= valor esperado

Mean [FRatioDistribution [n, m]] // TraditionalForm

{ m m> 2
m-2
Indeterminate True

Expectation [x, x ~ FRatioDistribution [n, m]] // TraditionalForm

m
—— m>2
{ 2(3-Y)
00 True
= mediana

Median [FRatioDistribution [n, m]] // TraditionalForm

1

-1

n
= varianza

Variance [FRatioDistribution [n, m]] // TraditionalForm

2m? (m+n-2) ms> 4
(M-4) (m-2)2n
Indeterminate True

Ejemplo. Se considera una variable aleatoria X ~ Fg 7.
= funcion de densidad de probabilidad

distF = FRatioDistribution [9, 7];

PDF [distF, x] // TraditionalForm

13826598913/ 7 X2
5x(9x+7)®

0 True

>0
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CDF [distF, x] // TraditionalForm

{'9_*(31 2 x>0

9x+7

0 True
= representacion grafica

Grid[
{{
Plot [PDF [FRatioDistribution [9, 7], x], {Xx, ©, 5}, Filling - Axis,
PlotRange - Automatic, AxesLabel - {HoldForm["x"], HoldForm["f(X)"]}],
Plot [CDF [FRatioDistribution [9, 7], x], {X, ©, 5}, Filling - Axis,
PlotRange —» All, AxesLabel » {HoldForm["Xx"], HoldForm["F(X)"]13}1}}]

= calculo de probabilidades y cuantiles
s P(X < 2)
CDF [distF, 2] //N

0.813503

Probability[x <2, x~distF] //N
0.813503

= P(X > 4)
1 - CDF[distF, 4] //N
0.0405666
Probability[x >4, x~distF] //N

0.0405666

= Percentil 35

Quantile [distF, 0.35]
0.7709%4
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