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TEMA 2 — Fundamentos matematicos
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El MEF se basa en discretizar el medio continuo en elementos finitos (mallado); los
puntos de unién entre los elementos se denominan nodos; cada nodo tiene un

determinado nimero de grados de libertad

Asi, el modelo mallado tiene un total de n grados de libertad, siendo n el nimero de

nodos multiplicado por el numero de grados de libertad por nodo

A partir de la malla se generan los vectores de fuerza y desplazamiento y se calcula la

matriz de rigidez

El resultado del analisis estatico son el valor de las reacciones en los apoyos, y el

desplazamiento de los grados de libertad de los nodos de la malla
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¢Como puede el ordenador visualizar la deformada de toda la pieza, de cualquier

punto, st sélo han sido calculados los desplazamientos de los nodos de la malla?

El MEF solo calcula el desplazamiento de los nodos, el desplazamiento de todos

los demas puntos lo obtiene a posteriori mediante interpolacion
Esta interpolacion la realiza utilizando las funciones de interpolacion

Ademas, las funciones de interpolacion también se usan para el calculo de la

matriz de rigidez, como se vera en el Tema 3
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* Supodngase la chapa cuadrada (lado 200 mm, espesor 10 mm), empotrada en un

lado y con desplazamientos impuestos en sus vértices libres (90 mm y 40 mm)

T6=90 mm
100 -

espesor 10 mm

SOLUCION (DEFORMADA) REAL
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* Siseusaun modelo de EF para calcular la solucion, partiendo del desplazamiento

de los nodos, el MEF obtiene el desplazamiento del resto de puntos del modelo

mediante interpolacion

MODELO Y SOLUCION MODELO Y SOLUCION
CON 2 ELEMENTOS TRIANGULO CON 1 ELEMENTO CUADRILATERO
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* La herramienta matematica que utiliza el MEF para hacer la interpolacion son las

funciones de interpolacion

* A cada nodo i del elemento le corresponde una funciéon de interpolacion Ni({x}),

que vale 1 en el propio nodo 1y 0 en el resto de nodos del elemento

N
FUNCIONES DE ~ ), Y
INTERPOLACION DEL 1% 1 1ﬁ1
ELEMENTO TRIANGULO 3 3 3
N

1 ! Ml
1 1 2

FUNCIONES DE
INTERPOLACION DEL
ELEMENTO CUADRILATERO
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la solucién en cualquier punto con coordenadas {x} de un modelo de EF se

calcula como:
JEHEDNCHEHID
i=1

Donde:

— N: numero de nodos del elemento dentro del cual se encuentra el punto {x}

— 8% valor de la solucién en el nodo i del elemento

Es decir, la solucion en el punto {x} es igual a la suma de la solucién de cada nodo

multiplicado por el valor de la funcion de interpolacion del nodo en dicho punto
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* En el ¢jemplo de la chapa cuadrada

TES:QO mm

61=6%=0, 63=40, 5*=90

espesor 10 mm

* Supodngase que se quiere calcular la solucion en un punto {x},=(40,160)

(0,200) (200,200)
4 ¢ 3

§({x}p) = N1 ({x},) - 61 + N3({x},) - 8% + N*({x},) - 6*
= N'({x},) - 0+ N3({x},) - 40 + N*({x},) - 90

[
P (40,160)

o2
(0,0) (200,0)

*  Queda por calcular N'({x} ), N°({x} ) y N*({x} ). Para ello, el MEF plantea las

funciones de interpolacion en un sistema de coordenadas auxiliar (coord. naturales)
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El MEF representa el elemento finito mediante un elemento patrén en

coordenadas naturales (£

En estas nuevas coordenadas naturales, la funcion de interpolacion toma una

expresion matematica sencilla, que facilita y sistematiza el calculo de Ni({x}p)
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Se recuerda que Ni({x}) vale 1 en el propio nodo iy 0 en el resto de los nodos. Asi,

Ni({x}) se pueden expresar en funcién de las coordenadas naturales como:

Nl(ﬁ:fz) =&

Nz(fpfz) =<,
N3(€1:fz) =1-¢ -4,

Se observa que en este nuevo sistema de coordenadas naturales las funciones de

interpolacién tienen una expresion matematica extremadamente sencilla
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* Retomando, se desea calcular N({x}p), N3({x}p) y N*({x}p), es decir el valor de las

funciones de interpolacion en el punto {x}, de coordenadas cartesianas (40,160)

* Para ello llevamos el triangulo 1-3-4 a coordenadas naturales:

— elnodo 1 de coordenadas cartesianas (x;=0, y,=0) pasa a ser el nodo 1 de coordenadas naturales
(€=1,&=0)

— el nodo 3 de coordenadas cartesianas (x;=200, y,=200) pasa a ser el nodo 2 de coordenadas
naturales (£,=0, £,=1)

— el nodo 4 de coordenadas cartesianas (x,=0, y,=200) pasa a ser el nodo 3 de coordenadas naturales

(£,=0, £,=0).
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* De esta forma: 5(fa},) = N1({x},) - 0 + N3({x},) - 40 + N*({a},) - 90

Nl(fhfz) =&
Nz(fpfz) =4$;
N3(€1,€2) =1-¢§-4&

5({x}p) — flp -0+ €2p 40 + (1 - flp - §2p) 90

* Donde g,y &, son las coordenadas naturales que tiene el punto P de coordenadas

cartesianas (x, =40, y,=160) al llevarlo al elemento patron

* Asi, s0lo queda calcular (£, £,,). Al igual que la solucion en el punto P, sus

coordenadas también se pueden plantear interpolando
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* Asi, s6lo queda calcular (E1p, £2p). Al 1gual que la solucion en el punto P, sus

coordenadas también se pueden plantear interpolando

x, = NY({x},) -1 + N3({x},) - x3 + N*({x},,) - x4
Vp = Nl({x}p) "Y1t Ng({x}p) "y3 + N4({x}p) " V4
Nl(fl»fz) =&

Nz(fpfz) =$,
N3(S(1'fz) =1-§-4&

xp:f1p'x1+€2p'x3+(1—€1p—€2p)'x4

yp=€1p'y1+€2p'y3+(1_€1p_€2p)'y4




FUNCIONES DE INTERPOLACION
COORDENADAS NATURALES
ey ELEMENTOS DE ORDEN SUPERIOR

5 OCW
Universidad  Euskal Herriko x| L T ] i

del Pais Vasco  Unibertsitatea

xp:f1p'x1+§2p'x3+(1—f1p_§2p)'x4
Yp=§1p')’1+S(2p'J’3+(1—S(1p—S(2p)')’4

40 =&, 0+ &, 200+ (1 - &, — &) -0
160 = &1, - 0+ &5y - 200 + (1 — &5 — &2p) - 200

Elp = 02
EZp — 02

l S({x}p) =&1p 0+ &5 - 40+ (1 — &y — &5p) - 90

§({x},) =02-0+0.2-40+(1—0.2—-0.2)-90 = 74
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* El procedimiento se emplea para cualquier otro tipo de elemento, utilizando sus

propias funciones de interpolacion expresados en coordenadas naturales

V&) =3 L+ E) (L4 E)
V6 ) =3 (L&) (1 +8)
V&) =5 (- &) (1- &)
© O NEE) =5 () 18
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* Hasta ahora se han estudiado elementos de primer orden, que sélo tienen nodos
en sus vértices. También existen elementos de orden superior: los de segundo

orden tienen un nodo en el medio de cada lado, los de tercer orden dos...

ELEMENTO TRIANGULO ELEMENTO CUADRILATERO
DE SEGUNDO ORDEN Y DE SEGUNDO ORDEN Y
FUNCION DE FUNCION DE
INTERPOLACION INTERPOLACION
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* Como las funciones de interpolacion de los elementos de segundo orden son de
orden superior a las de los elementos de primer orden, la interpolaciéon da como

resultado una solucién que se puede aproximar mejor a la solucion real

* Como contrapartida los elementos de segundo orden tienen un mayor coste

computacional por su mayor nimero de grados de libertad
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NOTA: Todas las imdgenes de este documento son propias



