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Ejercicio n°1

Enunciado

2 +ab __(2+2a+b+ab) (@a-1%
a+ab ¥ 27 (- -a+1) (¥ +3b+2)

Se consideran las expresiones: E; =

= a) Evalle Eq, con cuatro cifras decimales, cuandob=17ya=v2 .

= b) Defina una funcién f(X) a partir de E; realizando las siguientes asignaciones: b=x*-1 vy
2
a=x+1

c) Evalte E,, con cuatro cifras decimales, cuando b = 7.

d) Defina una funcidén g(x) a partir de E; realizando la siguiente asignacion: b = X2,

e) Calcule los puntos de corte entre las graficas de ambas funciones, f(X)y g(x).

f) Obtenga el area del dominio limitado por las graficas de las dos funciones.

Resolucion

= a) Evalle Ey, con cuatro cifras decimales, cuandob=17ya=+Vv2.
el=(b”r2+axb)/ (a+axb);

N[el /. {b>17, a- Sqrt[2]}, 6]

12.2974

= b) Defina una funcidon f(X) a partir de E; realizando las siguientes asignaciones: b=x*-1y
a=x>+1

fix_]1=el/.{b>x"2-1,a-x"2+1} //Simplify

2 (-1+x%)

1+x2

= ¢) Evalle Ep, con cuatro cifras decimales, cuando b = 7.

(2+2a+b+axb) (a-1)2
e2 = // Simplify
(a3 -a%-a +1) (b2 +3b +2)

1

1+b

N[e2 /. b-Pi, 4]

0.2415

= d) Defina una funcién g(X) a partir de E; realizando la siguiente asignacién: b = X2,

glx_]1=e2/.b-x"2//Simplify

1

1+x?
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= e) Calcule los puntos de corte entre las graficas de ambas funciones, f(X)y g(x).
s = NSolve [f[x] = g[x], X]

{{x—>1.22474}, {x > -1.22474}}

yc = {f[x] /. s[[1]], f[x] /. s[[2]]}

(0.4, 0.4}

Puntos de corte
P; (-1.22474, 0.40)
P, (1.22474, 0.40)

pts = Table[{x /. s[[1i]], yc[[i]1}, {i, Length[s]}]

{{1.22474, 0.4}, {-1.22474, 0.4}}
ptsl = Graphics[{Green, PointSize[0.02], Point [pts[[1]]], Point[pts[[2]]]}, Axes -» True, ImageSize - Small];

gq2=P10t[(f[X]; glx1}, (%, x/.s[[1]]1, x/.s[[2]]},

2(x®2-1 1
PlotLabels —>P1aced[{"f(x)=—2“, "g(X) = 2"}, ({0.9, -1.3}, ({1, 0.8}}}],
1+Xx 1+Xx

Filling -» {1 - {{2}, LightGreen}}, Ticks » {{@, pts[[2, 111, pts[[1, 1]]}, {O, pts[[1, 2]1}},

Axes - True, AxesLabel -» {"X", "Y"}, AspectRatio - Automatic] H

Show[gq2, ptsl]

Y
1
g(x)=
1+x?
0.4r
\ / X
-1.22474 1.22474
2(x*-1)
f(x)=
1+

= f) Obtenga el area del dominio limitado por las graficas de las dos funciones.

area = 2xIntegrate[g[x] - f[x], {x, @, pts[[1, 1]]}] (* simetria del dominio respecto al eje Oy =x)

3.96179

Area del dominio
3.96179 u?
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Ejercicio n°2

Enunciado

Sea la matriz A=

Resolucidn

Euskal Herriko
Unibertsitatea

N P O -

3

-2

OCW2018: Utilizando Mathematica como apoyo
al célculo algebraico en los grados de Ingenieria

1 0 2
2 -1 1
0 -2 1|eMss(R).
3 -3 4
2 -2 5

a) Calcule su rango, r (A).

b) Obtenga una matriz, AR, equivalente por filas a A.
c) Calcule la matriz C = A+ AR'.

d) ¢Es Cinvertible? En caso afirmativo, hallar C.

e) Resolver la ecuacién: X -C+ A = [O]s,s.

= Introduccion de la matriz 3x3

oCwW

Clear[A]; A= {{1, -2, 1, 0, 2}, {0, 1, 2, -1, 1}, {1, 2, 0, -2, 1}, {2, 1, 3, -3, 4}, {3, -2, 2, -2, 5}};

= a) Calcule su rango, r (A).

MatrixRank [A]

3

= Solucidn:

= b) Obtenga una matriz, AR, equivalente por filas a A.

AR = RowReduce [A] ; MatrixForm[AR]

100 -

2]

2]

2]
2]

1

2]

2]
2]

®

o ® B

ViN V|V V| ®

® ®

[
[y

® ® 9w

= ) Calcule la matriz C = A+ AR'.

c = A + Transpose [AR] ; MatrixForm[c]

[N

1
2
1
25

9
23

9

2]
-1
-2

-3

-2

2
1
1
4

5

= d) ¢Es Cinvertible? En caso afirmativo, hallar C.

Det[c] (* det(c)#0: matriz invertible x)

59

9
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ci = Inverse[c]; MatrixForm[ci]

32
)
206
)
261
59
229
T s
339

59

1

59
a7
59

10

59
68

59
53
59

33
59
76
)
04
59
120
Tse
156

59

19
)
51
)
6
59
65
)
55

59

59

= e) Resolver la ecuacion: X -C+ A = [0]s,s.

= Aplicando propiedades de las matrices: X = —AC™*

X = -A.ci; MatrixForm[X]

207
59

1

s9
12
)
10
)
23
)
12
)

Ejercicio n°3

Enunciado

33
59
76
)
35
59
8
)
101

59

19
)
51
)
6
59
24
)
8

59

59
129
s9

158

T 5o

33
59
166
T 5o

2 01

e o . . . 11
Clasifique y resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 3 _1
-12 2

Resolucidn

Clear[A, B, X]

OCW.

S ~+ N X< X

= Definicién de la matriz de coeficientes, A, la matriz columna de incégnitas, X, y la matriz columna
de los términos independientes B :

A={{2,0,1,3,1}, {1,1,1, 1, 1}, {1, 3, -1, -2, 3}, {-1, 2, 2, 1, 2}};

B={-1,0,1, 2};
X={X,y,2, t,w};

= El sistema no presenta pardmetros reales; se resuelve con la funcién Solve:

Solve[A.X ==B, {x, Yy, z, t, w}]

Solve: Equations may not give solutions for all "solve" variables.

9 13x 11 15x

Hy»73—5x,za—+ ,t-o-2-3x, W — + }}
4 4 4 4
y=-3-5X
9 13
» Z=Z+TX
= Solucion: ¥ xeR
t=-2-3
11 15
w= 4 + 4
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= El sistema tiene infinitas soluciones en funcion de un pardmetro: se trata de un sistema
compatible indeterminado, siendo AM la matriz ampliada del sistema y n el nUmero de incdgnitas:

IAl+0=>r(A)=r(AM)=4<5=n
AM={{2,0,1,3,1, -1}, {1, 1,1, 1, 1, 0}, {1, 3, -1, -2, 3, 1}, {-1, 2, 2, 1, 2, 2}};
{MatrixRank[A], MatrixRank [AM]}

{4, 4}

Ejercicio n°4

Enunciado

ax—-2y+2z=1
Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 3x+4az=1

X+y+z=0

= a) Clasifique, en funcidén del parédmetro a € R, el sistema de ecuaciones usando el rango de la
matriz de coeficientes, A, y el de la ampliada, AM.

= b) Resuelva el sistema de ecuaciones en funcién del parametro acR.

= ) Interprete geométricamente la solucién cuando el sistema sea compatible indeterminado.

Resolucidn

= a) Clasifique, en funcién del parédmetro a € R, el sistema de ecuaciones usando el rango de la
matriz de coeficientes, A, y el de la ampliada, AM.

= Se definen la matriz de coeficientes, A, y la matriz ampliada, AM

Clear[A, AM, a];
A={{a, -2, 2}, {3,0,4a}, {1, 1, 1}};
AM = {{a, -2, 2, 1}, {3, 0, 443, 1}, {1, 1, 1, 0}};

= Se calculan los valores a€R que anulan el determinante de la matriz de coeficientes:
Solve[Det[A] == @, a]

{{a->-3}, {a>1}}

m Casol:a+-3Aa+1 (enestecaso: |[Al£0 =r(A)=r(AM)=3=n)
m Caso 2:a=-3
{MatrixRank[A /. a » -3], MatrixRank[AM /. a » -3]}

{2, 3}

m Caso 3:a=1

{MatrixRank[A /. a - 1], MatrixRank[AM /. a » 1]}

{2, 2}
Pardmetros Naturaleza Rangos
a+ -3 Aaz#l| Compatibledeterminado |r(A) =r(AM)=3=n
a=-3 Incompatible r(Ad=2#r(AM) =3
a=1 Compatibleindeterminado | r (A) =r(AM)=2<n
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= b) Resuelva el sistema de ecuaciones en funcidn del parametro acR.
= Se utiliza la funcion Reduce para resolver el sistema

Reduce[A.{x, y, z} == {1, 1, 0}, {X, Y, z}]

1 1
[a::l&&y::—(—l—x) &&z == — (1-3x)| ||
4 4
1 1 1
[(—1+a) (3+a) +08&& X = &&y = —(-1-2x+ax) & z=—(1-2x-ax)
3+a 4 4

mCasol:a+-3Na=zl

1 1
—(-1-2x+ax) /.X-> // Simplify
4 3+a
5
4 (3+a)
1 1
—(1-2x-ax) /.X-> // Simplify
4 3+a
1
12 + 4a
Pardmetros Naturaleza Solucién
- L
3+a
. . ___5
az# -3 Aaz 1| Compatibledeterminado Y=~ TG
_ 1
12+4a
a=-3 Incompatible ——
1
- . y=3(1-%
a=1 Compatible indeterminado 1 ¥xeR
z=7 (1-3%)

= ) Interprete geométricamente la solucién cuando el sistema sea compatible indeterminado.

= Cada ecuacién del sistema se interpreta geométricamente como un plano; las infinitas
soluciones se corresponden con los puntos de la recta de interseccion entre los tres planos

Clear[B]
B={1,1,0); prod=A.{x,y, z};a=1;
sist = Table[prod[[i]] ==B[[1]], {i, Length[B]}]
{X-2y+2z=1,3x+4z2=1,X+y+2==0}
= Representacion grafica:
pl = InfinitePlane[{{1, 1, 1}, {0, 1, 3/2}, {3, 0, -1}}1;
p2 = InfinitePlane[{{0, 1, 1/4}, {1, 1, -1/2}, {2,0, -5/4}}];
p3 = InfinitePlane[{{0, -1, 1}, {1, -1, 0}, {3, 0, -3}}1;

1s = Line[{{@, -1/4, 1/4}, {3, -1, -2}}1;



eman ta zabal zazu

OCW?2018: Utilizando Mathematica como apoyo {) C \Af
al célculo algebraico en los grados de Ingenieria W sy e

Universidad ~ Euskal Herriko
del Pais Vasco Unibertsitatea

Graphics3D[ {LightGreen, p1, p2, p3, {Thickness[0.03], Red, 1s}}, PlotRange -» {{0, 3}, {-2, 1}, {-3, 2}},
Boxed - True, Ticks -» {{e, 3}, {-1, 0, 1}, {-2, 0, 1}}, Axes -» True, AxesLabel » {"X", "Y", "Z"}]

X
0 3

-2

-1

Ejercicio n°5

Enunciado

Se consideran los subespacios vectoriales en el espacio vectorial R3:

X X 1 -1
Sz{ y eR3/ yl=2-2[+u| 2 /\,,ue[R}
z z 0 2
X X
T={|y e[R3/(—l -2 3)|y|=0
z z

a) Indique, razonadamente, una base y la dimensién de cada uno de los subespacios.

b) Exprese Sy T en forma cartesiana.

c) Determine el subespacio vectorial SOT, obtenga una base y su dimensidn.

d) Interprete el resultado obtenido en el apartado anterior.

Resolucién
= a) Indique, razonadamente, una base y la dimensién de cada uno de los subespacios.
= El subespacio Sestad generado por la familia de vectores : Ges={(1, -2, 0), (-1, 2, 2)}
= Se estudia si la familia de vectores Gg es libre
Clear[A, B]; B= {s1= {1, -2, 0}, s2={-1, 2, 2}}; MatrixRank[B]

2

= La familia Gg, por tanto, es base de S | Bs=1{(1,-2,0),(-1,2,2} > dmS=2

= Para obtener una base del subespacio vectorial T se obtiene su ecuacion implicita:
SOIVE[ {-1, -2, 3}.{x, ¥, 2} = 0, {y, z, X}]

Solve: Equations may not give solutions for all "solve" variables.

{{x->-2y+32z}}
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= La expresion general de un vector perteneciente al subespacio T es:
t={x,y,z};t=t/. {x--2y+32z}

{-2y+32z,y, z}

= Siendo un sistema generador Gr ={(-2, 1, 0), (3, 0, 1)}

ti=t/.{y-»1,z-0}
t2=t/. {y-»90,z-1}

{-2,1, 0}
{3,0, 1}
= Gt es un sistema libre ya que r(Gy) =2

MatrixRank [ {t1, t2}]

2

= La familia Gt es, por tanto, base de T: | Br={(-2,10),(3,0 1} >dmT=2

= b) Exprese Sy T en forma cartesiana.
= Obtencién de la expresion en forma cartesiana del subespacio S:

= Todo vector de S puede expresarse como combinacion lineal de los vectores de una base
cualquiera, en este caso: B; = {(1, -2, 0), (-1, 2, 2)}

= Entonces, ¥ (X, Y, 2) € Sel sistema de vectores {(1, -2, 0), (-1, 2, 2), (X, Y, 2)} es ligado:
Solve[Det[{s1, s2, {Xx, Yy, z}}] == 0]

{{y»-2x}}

= Solucion: | S={(x, y, 2 eR3/ 2x+y=0]

= Obtencién de la expresion en forma cartesiana del subespacio T:

= En el apartado anterior se dedujo la ecuacién implicita del subespacio T (es decir, la
relacion que deben verificar las coordenadas de un vector de T)

= Utilizando dicha ecuacién se puede deducir la forma cartesiana del subespacio T

= Solucién: | T={(x, y, 2 eR3/ x+2y-3z=0}

= c) Determine el subespacio vectorial SNT, obtenga una base y su dimension.

= En la interseccidn se encuentran los vectores que pertenecen simultaneamente a los dos
subespacios

= Verifican, por tanto, las ecuaciones de Sy T: SNT ={(X, ¥, 2/ 2x+y=0, x+2y-3z=0}
= Entonces, ¥V (X, y,2) e SNT:
Solve[{2X +y==0,Xx+2y-3Z=0}, {X,Y, 2}]
Solve: Equations may not give solutions for all "solve" variables.

{{y->-2%x, z- -Xx}}

st={x,y,2}/.{y->-2X, Z- -X} (* expresion genérica =)

{X, -2 X, -x}

st /. {x ->1} (» base del subespacio =x)

{1, -2, -1}
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= Solucidn:

= Subespacio: |smT={(x, -2x, —-X) / ¥ xe R} |

u Base| Bsnt =1{(1, -2, -1} > dim(SOT) = 1|

= d) Interprete el resultado obtenido en el apartado anterior.
= Interpretacién geométrica:
= El subespacio Ses el plano de ecuacion cartesiana: 2x+Yy =0
= El subespacio T es el plano de ecuacién cartesiana: x+2y—-3z=0
= El subespacio SNT es la recta de interseccion entre ambos planos, su vector director es el
obtenido en la base calculada: d = 1,-2,-1

pl = InfinitePlane[{{1, -2, 0}, {0, 0, 1}, {0, 0, ©}}]; (*» plano que contiene tres puntos =x)

p2 = InfinitePlane[{{1, -2, -1}, {3, 0, 1}, {0, 0, ©}}]; (* plano que contiene tres puntos x)

r2 = Line[{{-1, 2, 1}, {1, -2, -1}}1;

Graphics3D[{Opacity[0.35], LightGreen, p1, p2, Red, Thickness[0.015], r2},
Boxed -» False, Axes - True, AxesLabel » {"X", "Y", "Z"}, BoxRatios - Automatic, ImageSize -» Small,
Ticks » {{-1, @, 1}, {-1, 0, 1}, {-1, @, 1}}, PlotRange » {{-1, 1}, {-1, 1}, {-1, 1}}]

X
0

-1

Ejercicio n°6

Enunciado
102 -1
_ 013 4 M
Sea la matriz: A= 00 2n € Wyya
00 02

= a) Determine para qué valores de n € R la matriz A es diagonalizable.

= b) Si la matriz A es diagonalizable calcule las matrices Ay P tal queD = P™1. A .P.

Resolucidn

= a) Determine para qué valores de n € R la matriz A es diagonalizable.
= Definicion de la matriz y calculo del polinomio caracteristico

Clear[A, P, d, n]; A= {{1, 0, 2, -1}, {0, 1, 3, 4}, {0, @, 2, n}, {0, 0, 0, 2}};

p[A_] = CharacteristicPolynomial [A, X] // Factor

(=2+20)2 (-1+ )2
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= Espectro de la matriz A : | oA ={ =2k =2), b =1(k =2)} |

= Dimensidn del subespacio propio V(2) :
Reduce[ (A - 2 IdentityMatrix[4]).{x, Yy, z, t} == {0, 0, 0, O}, {X, Y, Z, t}]

4 x y 3x 2y 3x X
n-—-088% 7z — +7&&t:,7+i]||[y::—&&z::f&&t::e
1 11 11 11 2 2

«Sin=0:V@={Xy 2zt eR/z= 5 @x+y),t=-1E@x-2y)} = dmV (2) =2
=Sinz0:V@ ={xyzt)eR/y= gx, z= %x,t:O} > dimV(2) =1
= Dimensidn del subespacio propio V(1) :

Reduce[ (A - IdentityMatrix[4]).{Xx, Yy, z, t} = {0, 0, 0, O}, {X, Y, Z, t}]

z=-08%t=0

=¥ne R:V(D)={(xy,zt eR*/z=0t=0}=dmV (1) =2

= Por lo tanto, la matriz sélo es diagonalizable si n=0.

= Solucién: | A diagonalizable &= n = 0|

= Nota. No se puede utilizar el comando Eigensystem[A] cuando hay parametros.
s = Eigensystem[A]
{{2,2,1,1}, {{2,3,1,0}, {6, 0, 0,0}, {0,1,0,0}, {1,0,0,0}}}
= La salida de la funcidn induce a error ya que de su analisis se concluye que la matriz A no
es diagonalizable independientemente del valor del parametro n
= b) Si la matriz A es diagonalizable calcule las matrices Ay Ptal queD =P 1.A-P
= Se define la matriz A cuando n=0:

A={{1,0, 2, -1}, {0, 1, 3, 4}, {0, 0, 2, n}, {0,0, 0, 2}} /. n>0; MatrixForm[A]

102 -1
013 4
002 0
000 2

s = Eigensystem[A]

({2, 2,1,1}, {{-1,4,0,1}, {2,3,1,0}, {6,1,0,0}, {1,0,0,0}}}

d = DiagonalMatrix[s[[1]]]; MatrixForm[d]

® ® ON

2]
2
2]
2]

O R OO

2]
2]
2]
1

P = Transpose[s[[2]]]; MatrixForm[P]

-1 201
4 310
o 100
1 000

Inverse[P].A.P==d // Simplify

True

10
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-1201 2000

4 310 0200

= Solucion: | P= 0100 D= 0010
1 00O 0001

Ejercicio n°7

Enunciado

En el espacio vectorial P5(X) de los polinomios en X de grado menor o igual que 2 se define el pro-
ducto escalar siguiente:

1
Y pX),qx)ePy(X): <p(X),q(X)>=fO pP(X)-q(x) dx

a) Determine el angulo entre p(x) = 1y q(X) = X.

b) ¢Para qué valores del pardmetro a € R son ortogonales pi(X) = Xx—ay p2(X) = X+ a?

c) Calcule la matriz de Gram asociada a dicho producto escalar respecto a la base B = {1, X, XZ}.

d) Calcule el subespacio ortogonal a S= L({1}).

Resolucién
Clear[p, p1, p2, X, a, b]
= a) Determine el angulo entre p(X) = 1y q(X) = X.
= Introduccién de los polinomios p(X) = 1y g(X) = X
pIx_] =1;q[x_] = X;
= Definicidn del producto escalar dado en el enunciado
pe[p_, q_] := Integrate[p[x] *q[x], {X, @, 1}]
= Calculo del angulo entre los polinomios pP(X) y g(X)

ArcCos[pe[p, q] / (Sqrt[pe[p, p]] *Sart[pe[q, q11)]

Tt

6

= Solucién: |0 =

[k

= b) ;Para qué valores del pardmetro a € R son ortogonales pi(X) = X—ay pa(X) = X+ a?
= Se definen los polinomios pi(X) = X—ay p2(X) = X+a
pl[x_] =x-a; p2[x_] =X+ a;
= Para que p1(X) y p2(X) sean ortogonales el producto escalar entre ambos debe ser nulo

Solve[pe[pl, p2] == O]

1 1

[l o )

/3 e

TN

= Solucidn: | py(x) L po(X)ea= 3 3

1"
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= ¢) Calcule la matriz de Gram asociada a dicho producto escalar respecto a la base B = {1, X, X2}
= Se define B = {1, X, XZ}, base candnica de P, (X):

bl[x_] =1; b2[x_] =x; b3[x_] =x"2;
b = {b1, b2, b3};

= Se calcula la matriz de Gram:

Table[pe[b[[i]], b[[j]1]], {i, 1, Length[b]}, {j, 1, Length[b]}] // MatrixForm

=

Wik N R
AR Wik N|R
VR AR Wk

= Solucién: | G =

Wik Nk P
Bk W[k NP
gk Mk W

= d) Calcule el subespacio ortogonal a S = L({1}).
= Base del subespacio S: Bs = {1}, dado que {1} no es el polinomio nulo
= Subespacio ortogonala S: S*={p(X) € P,/ pP(X) LS}

= Se define un polinomio del espacio vectorial P> (X) y se estudian las condiciones que deben
satisfacer sus coeficientes para que sea ortogonal a la base Bg

pso[x_] =alx”2+a2x+a3; bs[x_] =1;
Solve[pe[pso, bs] == 0]

al a2

[l 2)

3 2

pso[x_] =alx”2+a2x+a3 /. {a3»-al/3-a2/2}

al a2
—— - — +a2x+alx?
3 2

= Solucién: | S*={p(x) = ay (X - %)+a2 (x—%)/al, a e R}

= Sistema generador del subespacio: F = {x2 - % X —%}

psol[x_] =pso[x] /. {al—>1, a2 »0}; pso2[x_] =pso[x] /. {al-»> 0, a2 »1};
F = {psol[x], pso2[x]}

1 1

{7—+x2, —7+x}

3 2
= El sistema F es libre ya que r(F) = 2

M = CoefficientList[F, x, 3]

1 1

(EXTRER
MatrixRank [M]
2

= Base del subespacio S, | Bg = {x? - é X — %}
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