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EJERCICIOS DEL TEMA 4. ESPACIOS VECTORIALES DE DIMENSION
FINITA

Ejercicio n°1

Enunciado

Determine si los siguientes subconjuntos del espacio vectorial R* son libres o ligados. En caso de ser
ligados especifique una combinacion lineal.

= a)5={1,021),(0,2 -1,-1), (26,1, -1)}
= b)T={1,210),(1,-1,01),(2 1,1, -1)}

Resolucion
L a) S: {(11 01 21 1)1 (01 21 _11 _1)1 (21 61 11 _1)}
= Introduccién del subconjunto S como una matriz:
S={ul={1,0,2,1},u2={0, 2, -1, -1}, ud3 = {2, 6, 1, -1}}; S // MatrixForm
10 2 1
[e 2 -1 1]
26 1 -1
= Se utiliza la funcion MatrixRank[m] para calcular el rango de la matriz: r(S) = 2 < n° de vectores

MatrixRank[S]

2

= Como r(S) = 2 < n° de vectoresel sistema es ligado

= A continuacidn, se calcula la combinacién lineal; para ello, se estudia si los vectores U; y Up
son libres:

MatrixRank [ {ul, u2}]

2

= U y Uy son libres puesto que el rango de la matriz que forman es dos
= Se determina una combinacién lineal:
Solve[a*ul + b*u2 == u3]

{{a>2,b->3}}

= En este caso, se tiene: [Tz = 2T; +3 T

L b) T = {(11 21 11 O)! (11 _11 01 1)1 (21 11 11 _1)}
= Introduccién del subconjunto T como una matriz
T={{1,2,1,0}, {1, -1, 0, 1}, {2, 1, 1, -1}}; T // MatrixForm

1 -10 1

121 0
[2111
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= Se utiliza la funciéon MatrixRank[m] para calcular el rango de la matriz

MatrixRank[T]

3

= Como el rango de la matriz es 3, igual al nUmero de vectores, el sistema es libre
Ejercicio n°2

Enunciado
Sea el subespacio vectorial S=2 ({2¢-x+12x3+2x%, -2x3+4x-2,-3x3+6x~-3}) del espacio
vectorial P3(X).
= a) Calcule una base de S.
= b) Obtenga unas ecuaciones paramétricas e implicitas del subespacio S.
= C) Determine si los polinomios p(X) = X2 + 2 X y g(X) = 3x— 1 pertenecen al subespacio vectorial S.

= d) Calcule, si es posible, las coordenadas de los polinomios p(X) = X+2Xy q(x) = 3x— 1 utilizando
la base obtenida en el primer apartado.

Resolucion
= a) Calcule una base de S.
= Introduccién de los polinomios:
P1[x_] =2x"3-x+1; p2[x_]1=2x"3+2x; p3[xX_]=-2X"3+4x-2;p4[x_]=-3x"3+6Xx-23;

= Generacidon de una matriz con las coordenadas de los polinomios dispuestas por filas: funcién
CoefficientList[poly,var]

cm = CoefficientList[{p1[x], p2[x], p3[x], p4[x]}, X]

{{1, -1, 0,2}, {0, 2,0, 2}, {-2,4,0, -2}, {-3,6,0, -3}}

= Matriz equivalente escalonada por filas: funcién RowReduce[m]

cmr = RowReduce [cm] ; cmr // MatrixForm

(SRR R
o0 r o
® 000
® ®O P W

= Las filas no nulas de la matriz son los coeficientes de los polinomios de una base de S:

Bs={3x*+1, x®+Xx}

= b) Obtenga las ecuaciones paramétricas e implicitas del subespacio S.
= Obtencién de unas ecuaciones paramétricas:
axcmr[[1]] + Bxcmr[[2]]

{a, B, @, 30+ B}

= Solucién: |S={p(x) =de+cx+bx+a/a=a,b=4c=0,d=3a+B Ya, R}

= Obtencién de las ecuaciones implicitas:
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ie = {emr[[1]], cmr[[2]], {a, b, ¢, d}}; ie // MatrixForm

1003
[0 10 1]
abcd
Det[ie[[{1, 2, 3}, {1, 2, 3}]]] ==

c=0

Det[ie[[{1, 2, 3}, {1, 2, 4}1]] =

-3a-b+d=20

= Solucién: | S={px) = dxC+cx¥+bx+a/c=0,d-3a-b =0 ¥Ya,b,deR}

= ) Determine si los polinomios p(x) = X? +2 Xy ¢(X) = 3X— 1 pertenecen al subespacio vectorial S.
= Se introduce el polinomio p(X) = X% + 2 X
PIX_] =X"2+2X
2x + x?
= Se genera una matriz con las coordenadas de los polinomios que forman la base de S junto
con las coordenadas del polinomio p(X) y se estudia su rango
M= {cmr[[1]], cmr[[2]], CoefficientList[p[x], X, 4]}; MatrixRank[M]

3

= Como el rango es tres, igual al numero de filas, los tres vectores (fila) son libres: | p(X) ¢ S

= Analogamente, se realizan los cédlculos para q(x)=3x-1

q[x_] =3 x - 1; MatrixRank[{cmr[[1]], cmr[[2]], CoefficientList[q[x], x, 4]}]

2

= Como el rango es dos, menor que el nimero de filas, los tres vectores (fila) no son libres:
qx € S

= d) Calcule, si es posible, las coordenadas de los polinomios p(X) = X2+ 2 X y q(X) = 3x—1 utilizando
la base obtenida en el primer apartado.

= No es posible calcular las coordenadas del polinomio p(X) dado que p(X) ¢ S
= Se calculan las coordenadas del polinomio q(X):
Solve[CoefficientList[q[X], X, 4] ==a*xcmr[[1]] + bxcmr[[2]]]

{{a->-1,b->3}}

= Entonces: | q(X) = (-1, 3)g,

Ejercicio n°3

Enunciado

| ] ol S 1 0 11 4 3 -4 -5 Moo(R
Sea el subespacio vectoria —L({(_l _1),(1 1),(2 2)’(—6 —6)})C 22(R) .
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= a) Calcule una base de S.

= b) Obtenga unas ecuaciones paramétricas e implicitas del subespacio S.

ab
= C) Sea el subespacio vectorial T = {(C d ) /C =dAb= 0}. Calcule SN T.

Resolucidn

= a) Calcule una base de S.

= Introduccién de las matrices dadas:
ul={{1,0}, {-1, -1}}; u2 = {{1, 1}, {1, 1}}; u3 = {{4, 3}, {2, 2}}; ud = {{-4, -5}, {-6, -6}};

= Generacion de una matriz con las coordenadas de las mismas por filas: funcion Flatten[Llist]
cm = {Flatten[ul], Flatten[u2], Flatten[u3], Flatten[u4]};

= Obtencidén de una matriz equivalente escalonada por filas

cmr = RowReduce [cm] ; cmr // MatrixForm

10 -1 -1
e1 2 2
00 0 o
00 0 o

1 0 01
= Por tanto, una base del subespacio vectorial S es: Bsz{( 1 1), (2 2)}

= b) Obtenga unas ecuaciones paramétricas e implicitas del subespacio S.
= Obtencién de unas ecuaciones paramétricas:
axcmr[[1]] + Bxcmr[[2]]

{a, B, —a+ 2B, o+ 2}

b
= Por lo que: S:{(zl d)/aza, b=g, c=-a+2p, d=-a+28 VQ,BER}

= Obtencién de unas ecuaciones implicitas:

ie = {emr[[1]], cmr[[2]], {a, b, ¢, d}}; ie // MatrixForm

Det[ie[[{1, 2, 3}, {1, 2, 3}]1]] =

a-2b+c=0

Det[ie[[{1, 2, 3}, {1, 2,4}]]1] =0

a-2b+d=0

ab
= Entonces: S:{(C d)/a—2b+C=0/\a—2b+d=0}

i ab
= También: S:{(C d)/c=2b—a/\c=d}
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ab
= C) Sea el subespacio vectorial T = {(C d ) /C =dAb= 0}. Calcule SN T.

= Se resuelve el sistema formado por las ecuaciones implicitas de ambos subespacios:
Solve[{a-2b+c=0,a-2b+d=0,c=d, b==0}]

{{b>0,c—>-a,d->-a}}

a o0
= Por lo que el subespacio es: SﬂT:T:{( )/ae[R}cS

Ejercicio n°4

Enunciado
Sean B, ={(1, 0), (1, 2)} y B,={(0, 1), (-2, —1)} dos bases del espacio vectorial R?.
= a) Sea el vector X= (5, 6), calcule sus coordenadas en la base Bj.

= b) Sea el vector X= (5, 6) calcule sus coordenadas en la base B,.

= c) Estudie la relacion existente entre las coordenadas obtenidas en los apartados anteriores.

Resolucion

= a) Sea el vector X= (5, 6), calcule sus coordenadas en la base Bj.
= Definicion del vector X= (5, 6) y los vectores que forman la base B;
x = {5, 6}; b1l = {1, 0}; b12 = {1, 2};

= Se expresa el vector como combinacion lineal de los vectores de la base y se resuelve el
sistema resultante:

Solve[x == axbll + bxb12]

{{a>2,b->3}}

= Coordenadas del vector en la base B;: | X = (2, 3)g,

= b) Sea el vector X= (5, 6) calcule sus coordenadas en la base B,.
= Definicidn de los vectores que forman la base B,
b21 = {0, 1}; b22 = {-2, -1};

= Se expresa el vector como combinacion lineal de los vectores de la base y se resuelve el
sistema resultante:

Solve[x == axb21l + bxb22]
7 5

(CREPRe)

2 2

= Coordenadas del vector en la base By: | X= (% - g)B
2

= c) Estudie la relacion existente entre las coordenadas obtenidas en los apartados anteriores.

= La matriz de cambio de base relaciona las coordenadas de un vector en dos bases diferentes
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= Se obtienen las coordenadas de los vectores de la base B; en la base B,
sl = Solve[b1l == axb21 + b b22]
1 1

(f2-202)

2 2

s2 = Solve[b12 == axb21 + bxb22]

3 1

(f220--2))

2 2

= Se tiene: | (1, 0)= (- % - %)Bz 1,2)= (% - %)Bz

= Colocando dichas coordenadas por columnas se obtiene la matriz de cambio de base:

cb = Transpose[{{a, b} /.s1[[1]], {a, b} /. s2[[1]]1}]; cb // MatrixForm

1 3
2 2

1 1
2 2

N W

= Solucién: | Mg,_g, =

NP N[

|
N |-

= Comprobacién: se multiplica la matriz calculada por las coordenadas del vector X en la base B;
y se obtienen sus coordenadas en la base B,

cb.{2, 3}
7 5
G

Ejercicio n°5

Enunciado

Sean los subespacios vectoriales S={p(x) € P3(x)/ p(1) = p'(1) = 0} y T=L({1+Xx,x?}).
= a) Calcule una base de S.
= b) Calcule una base de T.

= ) Calcule S+T.

= d) Obtenga una base de IP3(X) completando la base de S+ T.

Resolucidn

= a) Calcule una base de S.

= Obtencién de una base de Scalculando unas ecuaciones implicitas a partir de un vector
genérico p(X) €S:
pIx_]1=d*x"3+c*x"2+b*x+a;
s =Solve[{p[1] =@, p'[1] =0}]
{{c>-3a-2b,d>2a+b}}
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= Expresion general de un polinomio p(X) €S :
glx_1=pIx] /.s[[1]]
a+bx+ (-3a-2b)x*+ (2a+b) x>

= Obtencién de un sistema generador:
pl(x_] =g[x] /. {a»1, b-0)

1-3x2+2%°
p2[x_] =g[x] /. {a-»0,b->1}
X -2x%+ %3

= Comprobacion de que el sistema es libre colocando sus coordenadas por filas en una matriz:

MatrixRank [CoefficientList[{p1[x], p2[x]}, X, 4]]

2

= Sistema libre y generador, por tanto, es una base de S:
Bs={ p1(X) =2x3-3x2+1, pa(X) = x3 -2 +x}

= b) Calcule una base de T.

= Definicidn de los polinomios del sistema generadorde T :
ql[x_] =1+ x; q2[x_] = x"2;

= Comprobacion de que los polinomios son libres:

MatrixRank [CoefficientList[{q1l[x], q2[x]}, X, 4]1]

2

= Como el rango es dos, los dos polinomios son libres y forman una base:
Br={oh (X =x+1 g (X) =x*}

= ) Calcule S+T.

= Se obtiene un sistema generador del subespacio S+ T uniendo las bases obtenidas en el
apartado anterior:

S+T=L({1-3x+2x, x=2X+x, 1+X% X})
= Para obtener una base de S+ T se comprueba que el sistema generador es libre:
MatrixRank [CoefficientList[{p1[x], p2[x], q1[x], q2[x]}, X, 4]]

4

= El sistema es libre y generador, por tanto, es una base de S+ T:
Bsir={1-3x2+2)3, x-2x2+)3, 1+ X% ¥*}

= d) Obtenga una base de IP3(X) completando la base de S+ T.

= Dado que subespacio dim(S+ T) =4 =dim(P3 (X)) el subespacio S+ T coincide con el espacio
total: S+ T =P3(X)

= Entonces, la base pedida es: | By, = {1—3x2 +2X3, X=2X2+x3,1+X, X2}
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