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Ejercicios Resueltos:
Cddigos ciclicos

1. Localizar los cédigos ciclicos de F5, determinando para cada uno de ellos un
polinomio generador y una matriz generadora.

Solucion

Sabemos que un cédigo ciclico de longitud n tiene por polinomio generador un
polinomio moénico que sea divisor de ™ —1. Por tanto, para calcular los codigos
ciclicos de longitud 7 de F7, debemos determinar los factores irreducibles sobre
Fy de 7 — 1 y a partir de ahi localizar los divisores ménicos de 27 — 1. De esta
forma calculamos los polinomios generadores de los codigos ciclicos binarios
de longitud 7. Por otro lado, usando la Proposicién 2.2 del Tema 4, podemos
deducir una matriz generadora a partir de los coeficientes del polinomio gene-
rador. Ahora, la descomposicién en polinomios irreducibles sobre Fy de 27 — 1
es

2= 1= +z+ 1)@ +2°+1)(x+1).
=

Entonces, hay 23 c6digos distintos C;(z) i(z)), coni=1,...,8, donde
g(x) =1, g(x) =x+1,
gs(z) =2’ +x+1, ga(z) =2’ +a®+1,
gs(z) =a'+a’+z+1, go(z) =a'+a®+2°+1,
gr(x) =2+ +at+ 3+ 22+ +1, gs(z) =27 —1.

Observamos que

(a) Si C es el codigo ciclico con polinomio generador g;(z) = 1, entonces
Ci(x) = Fy[z]/(z" — 1) y, por tanto, C; = F5 y una matriz generadora de
Cl €S Gl = ]7.

(b) Si Cj es el codigo ciclico con polinomio generador go(x) = x+ 1, entonces
Cy(x) = (x + 1), por lo que una matriz generadora vendra dada por

1100000
0110000
Gy — 0011000
0001100
000O01T10
000O0O0T1T1
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Si C5 es el codigo ciclico con polinomio generador gs(z) = 2 + x + 1,
entonces Cs(z) = (22 + x + 1), por lo que una matriz generadora vendra
dada por

1101000
Gy — 0110100
0011010
00011O01

Si Cy es el codigo ciclico con polinomio generador g4(x) = 23 + 22 + 1,
entonces Cy(x) = (x3 + 22 + 1), por lo que una matriz generadora vendra
dada por

1011000
Gy — 0101100
0010110
0001011

Si C5 es el cédigo ciclico con polinomio generador gs(z) = 2* +2? +x + 1,
entonces Cs(z) = (2*+ 22+ 2+ 1), por lo que una matriz generadora
vendra dada por

G5:

O O =

1 101
1 110
0111

S = O
—_ o O

Si Cg es el cédigo ciclico con polinomio generador gg(z) = ot + 2%+ 22 +1,
entonces Cs(z) = (x* + 22 + 22 + 1), por lo que una matriz generadora
vendra dada por

1 0
G6: 0 ]_
1 1

o O =
O = O
_ o O

11
11
01
Si C7 es el cddigo ciclico con polinomio generador g;(z) = 2% + 2° + 2% +

23 + 22 + x + 1, entonces Cr(z) = (26 + 25 + 2* + 2% + 22 + x + 1), por
lo que una matriz generadora vendra dada por

Gr=(1111111).

Si Cy es el cédigo ciclico con polinomio generador gs(r) = 27— 1, entonces
Cs(x) = (27 — 1), por lo que Cg = {0000000}.

2. Encontrar los cédigos ciclicos no triviales de F3 y hallar para cada uno de ellos
un polinomio de control y una matriz de control.

Solucién

Sabemos que para hallar el polinomio de control de un cddigo ciclico de lon-
gitud n, debemos determinar primero su polinomio generador, porque si g(z)
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es el polinomio generador de este cddigo ciclico, su polinomio de control veri-
fica 27 — 1 = g(x)h(z). Ademds, los coeficientes del polinomio de control nos
permiten determinar una matriz de control aplicando la Proposicion 3.1 del
Tema 4. Ahora, la descomposicién en factores irreducibles sobre Fy de z* — 1
viene dada por
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et —1=(z+1)(z+2)(2*+1).

Por tanto, tenemos los siguientes cédigos ciclicos no triviales de longitud 4
sobre Fs:

(a)

(b)

z + 1, entonces

Si € es el codigo ciclico con polinomio generador g;(x) =
=24+ax+222+23y

)
su polinomio de control es hy(z) = (v + 2)(z* + 1) = 2
una matriz de control viene dada por H; = (1 2 1 2
Si Cy es el codigo ciclico con polinomio generador go(x) = =+ 2, entonces
su polinomio de control es hy(z) = (z 4+ 1)(z? +1) =1+zx+ 2>+ 2%y
una matriz de control viene dada por Hy = (1 11 1) .

Si C5 es el codigo ciclico con polinomio generador g3(x) = z%+1, entonces
su polinomio de control es h3(z) = (z + 2)(z + 1) = 2+ 2 y una matriz
de control viene dada por

1020
H3_(01o2>‘

Si Cy es el c6digo ciclico con polinomio generador g1(z) = (z +1)(x +2),
entonces su polinomio de control es hiy(x) = z*+1 y una matriz de control

viene dada por
1010
H“_(o 10 1)'

Si C5 es el cddigo ciclico con polinomio generador g;(x) = (z+1)(z*+1),
entonces su polinomio de control es hy(x) = £+ 2 y una matriz de control
viene dada por

H5:

o O =
S =N
_— N O
N OO

Si Cj es el cdigo ciclico con polinomio generador g;(x) = (z+2)(z*+1),
entonces su polinomio de control es hy(x) = £+ 1 y una matriz de control
viene dada por

H6:

o O
e S p—
— = O
_ o O

4. Hallar, si es que existe, un cédigo ciclico de F5 de dimensién 3 y determinar
las palabras que lo forman.
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Para que el cédigo ciclico buscado sea de dimensién 3, sabemos que su poli-
nomio generador tiene que ser de grado 4. En el Ejercicio 1 de este tema hemos
calculado los polinomios generadores de cédigos ciclicos binarios de longitud 7y
los que tienen polinomio generador de grado 4 son C'5 con polinomio generador
gs(z) = 2*+ 22 + 2+ 1y Cg con polinomio generador gg(x) = z* + 23+ 22 + 1.
Por tanto, hay dos codigos ciclicos binarios de longitud 7 con dimensién 3. Si
nos centramos en C5, entonces una matriz generadora vendra dada por

1
Gs=10
0

O ==
—
—_—_ o
— O
O = O

0
0
1

Asi que las palabras de C se calcularan mediante

(N )

1
0
1

O = O
_ o O

111
(Oél (0%)] Oé3)G5 = (O./l [6%) O./3) 011
0 01

siendo o, an, a3 € F5. Entonces, las palabras de C5 son

C's = {0000000,0011101,0111010,0100111, 1110100, 1101001, 1001110, 1010011}.

5. Determinar, si es que existe, un cédigo ciclico binario con la menor dimension
posible que contenga a

(a) 1010011
(b) 1001011

Solucién

(a) Sea C' el codigo ciclico de menor dimensién que contiene a ¢; = 1010011
y sea g(z) el polinomio generador de C'. Nos fijamos que si ¢; = 1010011,
entonces ¢;(z) =1+ 22+ 2°+25 = (1+2)1+a+2*)(1+2*+2%) y
como ¢ (z) € C(z), sabemos que

ci(z) = g(z)f(x) (1)

para algun f(z). Pero si queremos que C sea de menor dimension posible,
esto implica que g(z) sea un divisor de 27 — 1 del mayor grado posible y
cumpliendo (1). Entonces, si calculamos el méximo comun divisor ménico
de 27— 1y cy(x) en Fylx], este polinomio serd el polinomio generador del
codigo ciclico que buscamos. En concreto,

g(z) = med{1+2’+2°+2°% 2" -1} = (1+2)(1+2°+2%) = 1+a+2>+a'.

esto es, C es el cddigo ciclico binario de longitud 7 con polinomio gene-
rador g(z) =1+ z + 22 + 2.
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(b) Aplicando el mismo razonamiento pero para cy = 1001011, tenemos que
calcular el méximo comun divisor de ¢cy(z) =1+ 23 + 2%+ 2% y 27 — 1
en Fy[z] para determinar el polinomio generador del cédigo ciclico que
estamos buscando. Entonces, el polinomio generador del cédigo ciclico
binario de longitud 7 que contiene a 1001011 es

g(z) = med{x” — 1,1+ 2® + 2° + 2%}
= (1+a2)(1+z+a%)
= 1+22+23+ 2%

6. Se considera el cédigo ciclico C' de F) cuyo polinomio generador es 1 + 3.

Hallar C*+.

Solucién

Como el polinomio generador de C' es 1+ 23, entonces C' es de dimensién k = 6
y su polinomio de control vendréa dado por h(z) = ”fi;% = 1+a34+2%, que es de

grado k = 6. El polinomio generador de C* serd hy ' 320 hia®t = 26 423 41
y Ot es un cédigo ciclico binario de dimensién 3, longitud 9 y polinomio
generador % 4+ 23 4 1.

7. Demostrar que si C' es un codigo ciclico binario de longitud n impar, entonces
1...1€ C siysolosi C contiene una palabra de peso impar.

Solucion

=) Es inmediato. En efecto, supongamos que 1...1 € C'y que la longitud
n =2l + 1. Entonces, el pesode 1...1esn=2[+1y 1...1 es una palabra
de C de peso impar.

<) Supongamos que ¢ = ¢y...¢,—1 es una palabra de C' de peso impar.
Como C es ciclico, sabemos que también estan en C sus traslaciones ciclicas
Cn-1C0 -+ Cn—9y Cpn—9Cn_1Co-..Cpn_3, ..., Y C1...Ch_1Co. Pero al ser lineal, sabe-

mos que las combinaciones lineales de palabras de C' también pertenecen a C'.
En particular, estard en C' la palabra

Cy---Cn1+Cho1Cy...Ch_9+Cph_9Ch_1Cy...Cp_3+---+C1...Ch_1C0,

que observamos que tiene en todas sus posiciones la letra cg+ - - - +¢,_1 mod 2.
Pero como estamos trabajando en Fy, para cada ¢+ = 0,...n — 1, se cumple

C; € {071} y
o+ Fep1=w(cy. .. ch1).

Pero w(cy . . . ¢,—1) es un niimero impar , puesto que hemos elegidoc = ¢y ... ¢, 1
de peso impar, asi que

co+ -+ cp_1 =1mod2,
por lo que

Co---Cp1+Ch_1Cy...Cn_9+Cn_9Cp_1Cy...Cn_3+ - +++C1...Ch_1Co =
(CO+"'+Cn,1)...(C0+"'—|—Cn,1>Il...l
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es una palabra de C.

8. Demostrar que si C' es un cédigo ciclico binario de longitud n impar, entonces
1...1 € C siysdlosig(l) =1mod2, siendo g(z) el polinomio generador de
C.

Solucion

Supongamos que 1...1 € C. Entonces, 3P (z),Q(x) € Fy[z] tales que
g(@)P(x) = 1+a+- - +2" +Qz)(z" - 1),

Evaluando en z = 1, obtenemos ¢g(1)P(1) = n = 1, ya que n es impar. Esto

implica que g(1) = 1, ya que si no se tendria 1 = 0.

Reciprocamente, supongamos que g(1) = 1 en F,. Entonces,
med{g(z),z — 1} = 1,

ya que en caso contrario,  — 1|g(x), de donde se deduciria que g(1) = 0.

Ahora,
" —1

g(z)(z —1)
donde, obviamente, el segundo factor estd en [Fy[z].

l+az+--+a2" =g

9. Sea C' un cédigo ciclico binario de longitud n. Estudiar si el conjunto
C) ={ce C|w(c)=0mod2}

es un codigo lineal. En caso de respuesta afirmativa, determinar si es ciclico.
Solucion

Obervamos que C} es un conjunto no vacio ya que la palabra 0...0 € C' esta
también en C; por verificar que w(0...0) = 0. Para que C; sea un cédigo
lineal sélo nos falta ver si se cumple que dados o € Fy y ¢1, ¢y € ', entonces
(a) acy es un elemento de C4.
(b) ¢1 + ¢y es un elemento de Cf.
Ahora, (a) se cumple de forma trivial al ser « = 0, 1. Nos falta ver si se verifica
(b). Pero como C' es un c6digo ciclico binario, es en particular un cédigo lineal,

por lo que ¢; + ¢, € C. Ademas, como trabajamos en 5, sabemos que el peso
de una palabra de C' coincide con la suma de las letras de ésta y

w(cy + ¢2) = w(ey) +w(cy) = 0mod 2,

luego C es otro cédigo lineal. Afirmamos que C} es ciclico, si C lo es. En
efecto, para ver que C] es ciclico es suficiente con fijarse quesic =c¢g...c, 1 €
(1, entonces

w(Cp_1Cg .- Cn_2) = w(cy...cp_1) = 0mod 2
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y como C' es ciclico, entonces si ¢ ...c,—1 € C, también estd en C' la palabra
Cp—1Cy .. .Cph—2.

Sea C' C Fyy un c6digo ciclico con polinomio generador g(x). Si go es el término
independiente de g(z), demostrar que go # 0.

Solucion

Si fuera gy = 0 se tendria que z|g(z) en F,[z] luego, como g(z)|(z" — 1),
también x|(z" — 1), y ahora, dado que z|z", se deduce que z|(—1), lo cual
origina una contradiccion.
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