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Ejercicios Resueltos:
Cddigos Lineales

1. Sea C C [y un cddigo lineal de dimensién k y distancia minima d.

[%] n ) n—k
(a) Demostrar que y ;3 ; (g—1) <q¢" "

(b) ¢Existe un cédigo lineal C' C F§ con distancia minima 3 y al menos 9
elementos? Razona la respuesta.

Solucion

(a) Basta aplicar la cota de Hamming y tener en cuenta que un cédigo lineal
de dimensién k tiene ¢* elementos.

(b) Si sustituimos los valores a ¢ = 2, n = 6 y d = 3 en la desigualdad del
apartado (a), tenemos que

Por tanto,

luego
k<3,

y, por tanto, si existe C' binario de longitud 6 y distancia minima 5, tendra
a lo sumo 8 elementos. Por tanto, no existe un c6digo lineal C' C F$ con
distancia minima 3 y al menos 9 elementos.

2. Demostrar que los siguientes conjuntos son (n, k)-cédigos lineales y determinar
su dimension, su distancia minima y una matriz generadora:

(a) S1={aa...ala€F,} CF; (Cédigo de repeticion)
(b) So={x1...2,|x; €Fpi=1,...,n,2, = ZZ: x;} (Codigo de paridad)
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Solucion

(a)
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Para que S) = {aa...a|a € F;} CFy sea un F,-cédigo lineal, debemos
comprobar que es un Fg-subespacio vectorial de Fy. Para ello, usaremos
las caracterizaciones equivalentes de subespacio vectorial que se enuncian
en la Proposicion 2.1 del Tema 1. Es obvio que S; es no vacio. Ahora,
dados a, B € Fyy aa...a,bb...b € Sy, se tiene

aaa...a+ pbb...b=(aa+ pb)(aa+ pBb)...(aa+ Bb) € Sy,

luego 57 es un Fy-espacio vectorial. Ademds, para cada aa...a € Sy se
verifica
aa...a=all...1.

Por tanto, {11...1} es un sistema generador de S; y, como solo consta
de un tnico elemento no nulo, es una base de S;. Asi que la dimensién de
S1 es 1 y una matriz generadora es (1 1 ... 1). Por tltimo, la distancia
minima de S; es n, ya que toda palabra no nula de S; es de peso n.

. —1
Para que Sy = {@y...2, |2 € Fpoi = 1,...,n,2, = > " x;} sea un

F,-coédigo lineal, debemos comprobar que es un [ -subespacio vectorial
de Fy. Para ello, usaremos de nuevo la caracterizacion equivalente de
subespacio vectorial que se enuncia en la Proposicién 2.1 del Tema 1. Es
obvio que S; es no vacio. Ahora, dados o, B € Fyy a1 ... 20, Y1 ...Yn € S,
se tiene

ary... T+ Byr...yn = (axy + Py1) ... (@x, + By,)

y por estar xy...x, € Yy ...y, en Sy, tenemos

n—1

n—1 n—1
0Ty + fyn = 042% + 52%‘ = Z(Oél‘z‘ + Byi),
i=1 i=1

i=1
luego avxy ... 2, + By1...y, es otro elemento de Sy. Ademas, si xq ...z,
es un elemento de Sy, podemos escribirlo de la manera siguiente:

ry...r,=x110...01 +2,010...01 +---+ 2,_10...011.

Por tanto, {10...01,010...01,...,0...011} es un sistema generador de
Ss, que ademas es libre, luego es una base de Sy y la dimensiéon de S5 es
n — 1. Una matriz generadora de S es

100 ... 001
010 ..00°1
G=1. . . o
000 ...011

Por otro lado, como 10...01 € Sy, observamos que el peso minimo de Sy
es menor o igual a 2. Pero, por la definicién de S5, no hay palabras de
peso 1 en S;. Asi que el peso minimo, y consecuentemente la distancia
minima, de Sy es 2.
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3. Sea C C F3 el cédigo ternario con matriz generadora G = ( 2 11 )

(a)
(b)

1 20

Demostrar que no tiene ninguna matriz generadora en forma estandar.

Localizar un cédigo lineal C equivalente a C' que si admita matriz gene-
radora en forma estandar.

Solucién

(a)

Basta observar que los pares formados por las dos primeras coordenadas
de las palabras del c6digo pueden tomar sélo tres valores: (0,0), (1,2), (2,1),
por lo que no es posible construir una matriz generadora de C' dada en
forma estandar.

Permutando ciclicamente hacia la derecha las coordenadas de las palabras
del cédigo obtenemos otro codigo equivalente C’ con matriz generadora

1 21 1 1
/ p— : s . . .
G = ( 01 2 > Multiplicando a la izquierda por la matriz ( 01 )7

que equivale a sumar a la fila 1 la fila 2, obtenemos

s, (100
=04 2)

que esta dada en forma estandar. Por tanto, el codigo C que buscamos
serd aquel que tenga por matriz generadora a G”.

4. Sea C C Iy un cédigo lineal y x,y € . Se define la relacién de equivalencia
dada por:

x~y<—=x—-yecC.

Probar que x ~ 'y siy, sélo si, S(x) = S(y), donde S(z) denota el sindrome
de z € Fy.

Solucion

=) Supongamos que x ~y. Entonces, x —y € C'y S(x —y) = 0. Pero, si H
es una matriz de control de C', sabemos que

S(x—y)=(x—-y)H =0,

por ser x —y un elemento de C'y como S(x —y) = S(x) — S(y), se sigue

S(x) = 5(y).

<) Supongamos que S(x) = S(y). Entonces,
Sx—y)=5(kx)—-S(y) =0,

lo que implica x —y € C, por lo que x ~ y.
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1101

101 2

(a) Calcular una matriz de control y su distancia minima.

(b) Decodificar la palabra 2121 empleando el método de los sindromes.

(c) /Tienen todas las palabras de Fj decodificacién tnica? jEs un cédigo
perfecto? Razona la respuesta.

Solucion

(a) Siintercambiamos en G las filas 1 y 2 y en la matriz resultante le restamos
a la segunda fila la primera, obtenemos una matriz G; equivalente a G
que es matriz generadora del mismo cédigo lineal que genera G y esta
dada en forma estdandar. En concreto, se obtiene

101 2
G“‘Q 1 2 »‘
Por consiguiente, aplicando la Proposicién 3.4 del Tema 3, deducimos que
una matriz de control de C viene dada por:

2110
H_(11 01)'
Ademas, de la Proposicion 3.5 del Tema 3, se sigue que la distancia

minima del cédigo definido es 3.

(b) Si calculamos el sindrome de 2121 usando como matriz de control H, se
tiene
S(2121) = (212 1)H = (1 1),

que coincide con el sindrome de 0100. Ademas, el resto de palabras de
peso 1 de 3 tienen sindrome distinto a (1 1), luego el lider de la clase de
2121 es precisamente 0100 y es tinico. Por consiguiente, la decodificacién
de 2121 es 2021.

(c) Si, todas las palabras tienen decodificacién tinica por ser C' un cédigo
perfecto al alcanzar la Cota de Hamming.

6. (a) Construir un cédigo de Hamming binario C' de longitud 7 y dimensién 4.

(b) Hallar Ia decodificacién de la palabra: 1001010, utilizando el método de
decodificacion basado en los lideres.

Solucion

Como C es un codigo de Hamming binario de longitud 7, comprobamos en
primer lugar que es posible construirlo buscando el valor de r. Se debe verificar

2 —1=7 2 —1-r=4
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y lo anterior se cumple para r = 3. Vamos a construir una matriz de control
de C siguiendo lo indicado en el apartado 5 del Tema 3. Buscamos de cada
subespacio vectorial de dimensién 1 de F3 una base y construimos la matriz
que lleve en sus columnas los vectores de las bases de los diferentes subespacios
de dimensién 1. Asi

1110100
H=(11101010
1011001

De aqui podemos calcular una matriz generadora de C' que viene dada por

o O O
o O = O
o = O O
_ o O O
O = =
—_ O =
— = O =

y las palabras del codigo C' seran

C' = {0000000,0001011,0010101,0011110,
0100110, 0101101,0110011, 0111000,
1000111, 1001100, 1010010, 1011001,
1100001,1101010, 1110100, 1111111}.

Por tanto, la clase de equivalencia de 1001010 es

[1001010] = {1001010, 1000001, 1011111, 1010100,
1101100,1100111,1111001, 1110010,
0001101, 0000110, 0011000, 0010011,
0101011, 0100000,0111110,0110101}

y su lider es 0100000. Por consiguiente, la decodificacién de 1001010 es

1001010 — 0100000 = 1101010.

1

1 1 1
7. Sea G = 00 10

lineal C'.

(1) ) € Matoys(Fs) la matriz generadora de un cédigo

(a) Demostrar que C' es de dimensién 2 y calcular todas las palabras de C.
(b) Hallar una matriz de control de paridad.

(c) Buscar lideres de las clases de equivalencia del conjunto cociente F3/C.
Solucién

(a) C es de dimensién 2 porque G es de tamano 2 x 5 y las filas de G son
palabras que forman una base de C'. Para calcular todas las palabras de
C basta realizar todas las combinaciones lineales de los elementos de una
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base de C. Si tomamos como base de C' a B = {01111, 10010}, que son
las filas de GG, entonces las palabras de C seran de la forma

c = 01111 + 510010,
siendo «, 8 € Fy. Por tanto,

C' = {00000,01111, 10010, 11101}.

(b) Si intercambiamos de posicién las filas 1 y 2 de G, obtenemos una matriz
generadora de C que estd dada en forma estandar. Por tanto, aplicando
la Proposicién 3.4 del tema 3, se tiene que una matriz de control de C'

serd H = (—B'|I3), con B = <(1) } (1]), esto es,

H =

o = O

11
10
10

O = O
_ o O

(¢) Obervamos que 10000 y 00010 estdn en la misma clase de equivalencia
porque su diferencia es una palabra del cédigo. El resto de palabras de
IF5 de peso 1 se encuentran en clases de equivalencia distintas porque no
hay ninguna palabra més de peso 2. Por tanto, ya tenemos los siguientes
lideres de las clases de equivalencia de F5/C: 00000, 10000, 01000, 00100,
00001. Pero la unién de las clases de equivalencia de estos lideres soélo
cubren 20 de las 32 palabras de F3, por lo que necesitamos otros tres
lideres. Para buscarlos, nos fijamos que en [00000] U [10000] U [01000] U
[00100] U [00001] la tinica palabra de peso 2 que tenemos es 10010, por
lo que otro lider es 11000. Ahora, en [11000] también estan las palabras
de peso 2 01010 y 00101, por lo que otro lider de F5/C es 10100. Pero a
[10100] pertenecen también las palabras de peso 2 00110 y 01001, asi que
otro lider de F3/C es 10001 y terminamos de hallar los lideres de F3/C.

8. Se considera el cédigo lineal binario C' con matriz de control H =

O = =
— = O
o O =
O = O

(a) Calcular la dimensioén de C'.
(b) Empleando sindromes, decodificar 11001.
(¢) ¢Es C perfecto?

Solucién
(a) Como H es de tamano 3 x 5, se sigue que C' es un c6digo de dimension 2.
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110
011
$(11001) = (11001)H* = (11001) |1 0 0| =(100)
010
00 1

y como 00100, que es de peso 1, tiene el mismo sindrome que 11001,
se sigue que una decodificacion de 11001 es 11101. Ademés, el resto de
palabras de peso 1 tienen sindrome distinto del de 00100, se sigue que la
decodificacién dada de 11001, esto es 11101, es tnica.

(c) Observamos que en la matriz H dos columnas cualesquiera son lineal-
mente independientes y hay 3 (p.e., la primera, tercera y cuarta) que son
linealmente dependientes, por lo que la distancia minima de C' es 3, segiin
hemos visto en la Proposicién 3.5 del tema 3. Entonces, para saber si
es perfecto estudiamos si se alcanza la cota de Hamming. Ahora, en el
apartado (a) hemos visto que la dimensién de C' es 2, asi que

1
5
22§ () =4(1+5)=24<32=2°
7

=0

luego no es C' perfecto.

10. Sea C C Fy un cddigo lineal de dimension k y We(x,y) su polinomio enu-
merador de pesos. Demostrar que:

(a) We(L,1) = q".

(b) We(0,1) = 1.

(c) Siq =2, entonces W¢(1,0) € {0,1}.

(d) Sigq =2, entonces We(z,y) = Wel(y, x) siy solo si We(1,0) = 1.

Solucion

(a) Basta aplicar la definicién de polinomio enumerador de pesos dada en el
problema propuesto 9 y tener en cuenta que al ser un codigo lineal de
dimensién k el cardinal de C' es ¢*, ya que

n

We(1,1) = Zai =|C| = ¢".

=0

(b) Observamos que
We(0,1) =) a;0'1"" = ay,
i=0

y como ag es el nimero de palabras de C' con peso 0, sabemos que ay =

1, puesto que 00...0 estda en C por ser C lineal. Consecuentemente,
We(0,1) = 1.
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(c¢) Tenemos que
We(1,0) =) al'0"" = ay,
=0

v a, es el nimero de palabras de C' que tienen peso n. Como trabajamos
sobre Iy, se sigue que en Fj hay una unica palabra de peso n, la 11...1,
por lo que

1, sill...l1eC.
Por consiguiente, W¢(1,0) € {0,1}.

(d) =) Supongamos que We(z,y) = We(y, ). Entonces, W (1,0) = We(0,1)
y aplicando el apartado (b), deducimos que We(1,0) = 1.

{Q sill...1¢C;
ap =

<) Si We(1,0) = 1, entonces se tiene que 11...1 es una palabra de
C'. Debemos probar que We(x,y) = We(y,x). Para ello, es suficiente
con ver que a; = a,_;. Ahora si llamamos A; = {c € C' | w(c) = i},
observamos que si ¢ € A;, entonces 11...1 — c es otra palabra de C, por
ser diferencia de dos palabras de C'y ser C' lineal, que ademés es de peso
n;. Por tanto,

a; = |A;| < |An—i| = an_;.

El mismo argumento pero sobre A,,_; prueba que a,_; es menor o igual
que a;. En definitiva,
Qp—i = Q.

13. Sea C' C Fy un (n, k)-cédigo lineal y C* su cédigo dual. Se dice que C' es
autoortogonal si C C C+ y C es autodual si C = C*. Demostrar que C es
autodual si y, solo si, C' es autoortogonal y dimC = n/2.

Solucién

=) Supongamos que C' es autodual. Entonces, de la definicién se deduce que
C es autoortogonal. Por otro lado, como C = C*, se sigue que dim(C) =
dim(C*). Pero sabemos que

dim(C) + dim(C*) = n,
luego

n = dim(C) + dim(C*) = 2dim(C) = dim(C) = g

<) Como C es autoortogonal, tenemos que C' C C*. Pero como la dimensién
de C*+ es n — dim(C), deducimos que

dim(Ct)y=n— 2 ="
im(C—) =n 5 =%

Ahora, tenemos que C es un subespacio vectorial de C+ con la misma di-
mensién que C*, asi que C' coincide con C* y, por consiguiente, C' es autodual.
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