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Ejercicios Resueltos:
Preliminares sobre Algebra Lineal

1. Sea (K,+,-) un cuerpo. Demostrar que
K" ={(k1,... . kn)|ki € K,Vi € {1,2,...,n}}
con la suma definida por: para cualesquiera (z1,...,%,), (Y1,...,Yn) € K"

(1, oy xn) + (Y1, Yn) = (1 F Y1y -+, T+ Yn)
v la multiplicacién por un escalar:
VA€ K\V(xy,...,x,) € K", Mw1,...,2,) = (Ax1,...,A\xy)

es un K-espacio vectorial.
Solucion

(K™, +,.) es un K-espacio vectorial ya que

(a) (K™ +) es un grupo abeliano porque se cumple

i. Asociativa: Y(xy1,...,2n), (Y1, -, Yn), (21, ..., 2n) € K", se cumple

(1, smn) + (Y1, yn)) + (21, 20) =
(ml—i—yl,.. T Yn) F (21,000, 2) =
((z1+ 1) + 215 .- ,(xn+yn)+zn) =

(21 (y1 + z1), - nt (Yo +24)) =
(:131, )+(y1+21a~-7yn+zn):
(1, ymn) + (Y1, -y yn) + (2155 20))

por verificarse la propiedad asociativa en (K, +).

ii. Conmutativa: Y(z1,...,2,), (Y1,...,yn) € K", se cumple

(1, @)+ (W1y oY) = (T14 Y1, T+ Yn)
(y1+xl7"'7yn+xn)
= (Y1, Yn) + (T1,...,2)

por verificarse la propiedad conmutativa en (K, +).
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iii. Existencia de elemento neutro: Si tomamos el elemento (O, ..., 0k)
resulta que para todo (x1,...,z,) € K™ se cumple

(x17-'~7xn)+<0K7-“70K):<x1+0K7---axn+0K) = ([L’l,...,ﬂfn),

por ser O el elemento neutro para (K, +).

iv. Existencia de elemento opuesto: Dado (zy,...,z,) € K", el elemento
(—x1,...,—x,) estd también en K" y cumple
(1, ..y @)+ (=21, .oy —x) = (x1+(=21), . ., T+ (—20)) = 0k, ..., 0k),

por lo que existe elemento opuesto.

(b) La multiplicacién por un escalar verifica:
Lo lg(z1,.xn) = (Igxy, .o lgy) = (21,0 ,20), Y(21,...,2,) €
K", por ser 1 el elemento identidad del cuerpo K.
ii. Para todo A\, Ay € Ky (x1,...,2,) € K", se cample

()\1 + /\2)(1’1, c. ,an) = (()\1 + )\2)1’1, ceey ()\1 + )\g)l'n)

= (M@ + Aoz, ..o, Ty + Aozy)
Mz, Mxy) + (Aax, oy Aay)
= /\1(1L'1,...,In)+/\2((E1,...7$n>

por ser (K, +,.) un cuerpo.

iii. Para todo A\ € Ky (z1,...,2,),(y1,.-.,yn) € K", usando que
(K, +,.) es un cuerpo, se tiene

/\((xl,...,xn)—l—(yl,...,yn)) = >\($1+y1,...,$n+yn)
= @t )1 A + )
(AT + Ayt, -« Az, + Ayp)
(Az1, .., Axy) + (Ayr, - ooy AYn)
= Mz1, .y n) FA Y1y, Yn)-

iv. Para todo A\j, Ay € Ky (21,...,2,) € K", se tiene

()\1/\2)(1'1, e ,ZL‘n> = ((/\1/\2)1'1, ey ()\1/\2)1’”)
= ()\1()\21’1), ce ,)\1(/\21’71))
= Moz, ..., Aozy)
= M(Ae(zq,..., 7)),

usando que (K, +,.) es un cuerpo.

2. Estudiar si los siguientes conjuntos son Fg-subespacios vectoriales de Fy y
determinar su dimension.

(a) S1={(a,a,...,a)|acF,} CFy.
(b) So={(z1,...,2,) €F} | 2, = Z?:_ll zi}.
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Solucion

(a)

Observamos que S; es no vacio. Usando la Proposicién 2.1 del Tema 1,
el subconjunto
S1={(a,a,...,a) |a €F,} CFy

es un [F -subespacio vectorial si para cualesquiera o, 8 € F, y (a,a, ..., a),
(b,b,...,b) € S1, la combinacién lineal «(a,a,...,a) + 5(b,b,...,b) es
otro elemento de S;. Ahora,

ala,a,...,a)+ B(bb,...,b) = (ea+ Bb,aa+ pb, ... ,aa+ Bb),

y como «, 3,a,b € F, y F, es un cuerpo, sabemos que aa + 3b es otro
elemento de F,, por lo que (ca+b, aa+p5b, . . ., aa+[b) es un elemento de
S1. Consecuentemente, S es un [ -subespacio vectorial de Fy. Ademas,

(a,a,...,a) ICL(lK,lK,...,lK),
yalse (1g, 1k, ..., 1x) un vector no nulo, el conjunto {(1x, 1g,...,1x)}
es libre, por lo que una base de Sy es {(1x,1k,...,1g)} y es S; un

subespacio de dimensién 1.

De nuevo, observamos que observamos que Sy es no vacio. Usando la
Proposicién 2.1 del Tema 1, el subconjunto

n—1
n
Sy ={(w1,...,m,) €EF |2, = E x;}
i=1
es un F-subespacio vectorial si se verifican las dos condiciones siguientes:
i. Para todo (z1,...,2,), (Y1, ...,Yn) € Sa, se tiene

(X1, @) + (Y1, -, Yn) € So.

ii. Para todo a € F, y (x1,...,2,) € Sy, se cumple a(zy,...,,) € Ss.
En efecto,

i. Como (z1,...,2,), (Y1,...,Yn) € Sz, sabemos que

n—1 n—1
i=1 =1

Por otro lado,

(X1, o)+ (Y1, Yn) = (T1 F Y1y, T+ Yn)

y
n—1 n—1 n—1
Tot e =D @it Yy =) (@it )
i=1 i=1 i=1
por lo que (x1,...,2,) + (y1,...,Yn) es otro elemento de Sj.
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n—1

ii. Como (z1,...,2,) € S, se cumple z, = Y " " x;. Por otro lado, si
ac T,
a(xy, ..., x,) = (axy,...,ax,)
y
n—1 n—1
ax, = ain = Zawi,
i=1 i=1
luego a(zy,...,x,) € So.
Ademds, es facil ver que el conjunto {(1x,0k,0k,...,0x,1k),

(O, 1k, 0kcye o, Ok, 1gc), ooy (O, O, Ok, ..., Ok, 1g, 1) } es una base de
So, luego S; es de dimension n — 1.

3. Demostrar que el conjunto

B:{<1K70K7"'7OK)7(0K71K70K7"'7OK)7"'7<0K7"'70K71K)}

es una base de K". ;Cual es la dimension de K™?
Solucién

El conjunto B sera una base de K" si es un sistema generador de K™ y es libre.
Ahora, B es un sistema generador ya que dado un elemento (z1,...,2,) € Fy
se cumple

(I‘l,...,l‘n) = ZL’l(lK,OK,...,OK) +I2(0K,1K,OK,”-,OK) + 4
ZEn(OK, . ,OK, 1K)

Ademas,
(OK, e ,OK) = al(lK, OK, . ,OK)—l-OéQ(OK, 1K7 OK, e ,OK)+' . '+Oén(0K7 . ,OK, 1K)

implica
Ozalz.":an7

por lo que el conjunto B es también libre. En definitiva, B es una base de K™
y, por tanto, la dimension de K™ es precisamente n.

4. Sea S el subespacio vectorial de F} definido por
S =< 1101000,0110100,0011010,0001101 >

(a) Halla una base de S'y la dimension de S.

(b) Estudia si la palabra x = 1000110 pertenece a Sy, en caso de que esté,
calcula las coordenadas de x en la base calculada en el apartado anterior.
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Solucion

(a)

Por la definicion de S, sabemos que
T = {1101000,0110100,0011010,0001101}

es un sistema generador de S. Comprobamos si este conjunto es también
libre. Para ello, estudiamos si los tnicos escalares de [F5 de una combi-
nacién lineal que de el vector 0000000 son todos 0. Tenemos que

0000000 = ;1101000 4 20110100 + 30011010 + 40001101

implica

OZOél

0=a; +a
0:@2—1-&3
02061+063—|—Oé4,
0:a2+a4
0:()43

0:&4

por lo que la tnica solucion es
020412042:()[3:@4.

Por tanto, T" es también libre, luego 7" es una base S y la dimension de
S es 4.

La palabra x = 1000110 pertenece a S si x se puede escribir como una
combinacion lineal de los vectores de la base. Ahora,

1000110 = ;1101000 + 0110100 + 30011010 4 40001101

implica

120./1
0:a1+a2
O:Oég—FOég
02061+063+Oé4,
l=as+ oy
120./3

0:a4

cuya solucion es
1:CY1:C)(2:O£3 0:a4,

esto es,
1000110 = 1101000 4+ 0110100 + 0011010

y las coordenadas de 1000110 en la base hallada en el apartado anterior
son (1110).
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