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Ejercicios Propuestos:
Preliminares sobre Algebra Lineal

1. * Sea (K, +,-) un cuerpo. Demostrar que
K" ={(k1,...,kn)|ki € K,¥i € {1,2,...,n}}
con la suma definida por: para cualesquiera (x1,...,2,), (Y1, .., yn) € K™
(@1, n) + W1 Yn) = (@1 Y1, T+ Yn)
y la multiplicaciéon por un escalar:
VA e K\V(xy,...,x,) € K", Ma1,...,2,) = (Axq,..., A\xy)
es un K-espacio vectorial.

2. x Estudiar si los siguientes conjuntos son [ -subespacios vectoriales de [y y
determinar su dimension.

(a) {aa...ala € F,} CFy.
(b) {z1...aplz; €Fyi=1,...,n,m, = S0 2}
3. * Demostrar que el conjunto
B={(1k,0K,...,0x), 0k, 1,0k, ..., 0k), ..., (Og,..., 0k, 1x)}
es una base de K". jCuél es la dimensién de K7
4. x Sea S el subespacio vectorial de F5 definido por
S =< 1101000,0110100,0011010,0001101 >

(a) Halla una base de Sy la dimensién de S.

(b) Estudia si la palabra x = 1000110 pertenece a Sy, en caso de que esté,
calcula las coordenadas de x en la base calculada en el apartado anterior.

5. Estudiar si el conjunto

S = {0000000,0110100,0011010, 0001101,
1000110, 1001011, 1011100,0010111,
1010001, 1110010,0111001, 1111111,
0101110, 1101000,0100011, 1100101}

es un Fy-subespacio vectorial de 5. En caso de que lo sea, calcula la dimensién
de S.
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Ejercicios Propuestos:
Nociones basicas de la Teoria de
Cdodigos

1. * Estudiar si las siguientes tuplas corresponden a un cédigo EAN:

(a) 9783540283713
(b) 8412345678914
(c) 9783662479735

2. * Determinar el valor de “a” para que las siguientes tuplas correspondan a un
cédigo EAN:

(a) 843a554161836
(b) 4325351455452
(c) 9784213456674

3. Determinar la distancia minima del cédigo EAN. Deducir cuantos errores de-
tecta y corrige. Probar que el codigo detecta la transposicion de dos digitos
consecutivos, es decir, del cambio de la palabra ag...a;a;11...a12 del codigo
pOr ag . .. a;410G; . .. ae, con i € {0,... 11}

4. % Sea C un cddigo un cédigo de bloque sobre [, de longitud n. Se llama
polinomio enumerador de pesos de C' al polinomio

Wel(x,y) = Zaixiy"’i, siendo a; = [{c € C'|w(c) =i}/
i=0

Calcular We(z,y) para los siguientes cédigos:
(a) {aa...ala € F,} CFp (Codigo de repeticion)
(b) {z1...xn |2 €Fpi=1,...,n,2, = >0 2;} (Cédigo de paridad)

5. %« Sea A = {ay,...,a,} un alfabeto, T,, = {z1 ...z, |z; € A;i =1,...,n}y
d:T,xT,—{0,1,2,...,n} la aplicacién definida por

dxy ... 2y yn) = {0 € {1,...,n}|x; # yi},

para todo xy ... 2, Y1 ...y, € T,,. Demostrar que d es una distancia.
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* Sean X,y € Fy. Se define

XNy = (T1y1, ToYo, - - -, Tnln),

donde x =21...2, € y = y1...yn. Demostrar que d(x,y) = w(x) + w(y) —
2w(x Ny), donde d(x,y) es la distancia de Hamming de las palabras x e y y
w(z) es el peso de la palabra ze F7.

Sea C' C T, un c6digo de longitud n sobre el alfabeto A = {ay,...,a,} con
distancia minima d. Demostrar que si c, ¢’ € C son dos palabras distintas de
C, entonces B(c, [%2]) N B(c, [5]) = 0.

* Sea C' C T;, un codigo de bloque de longitud n sobre un alfabeto A con distan-
cia minima d. Demostrar que C' es perfecto si y, solo si, (..~ B(c, [%]) =T,

. Demostrar que no existen codigos perfectos de longitud n sobre un alfabeto A

con distancia minima par.

Sea A un alfabeto, T,, = {a;...a, |a; € A,i € {1,2,...,n}}y C C T, un cédigo
de bloque de longitud n con distancia minima d sobre el alfabeto A.

(a) Demostrar que si g : A — A es una aplicacién biyectiva y ¢,; : T, —
T, esta definida por v, (ay...a,) = a1...a;—19(a;)a;t1 . .. a,, entonces
1,.:(C) es un cdédigo equivalente a C' con la misma distancia minima que
C.

(b) Sea 1 < i < j <mn. Si¢,;: T, — T, es la aplicacién definida por
dij(ar...a,) = (ar...a;—1ajQiy1 - .. Q;-10;Qj11 . .. Gy). Probar que ¢;;(C)
es un codigo equivalente a C' con la misma distancia minima que C.

(c) Demostrar que si C" C T, es un cédigo equivalente a C, entonces la
distancia minima de C’, denotada por d(C”), coincide con la distancia
minima de C.
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Ejercicios Propuestos:
Cddigos Lineales

1. * Sea €' C Fy un c6digo lineal de dimension k y distancia minima d.
[%] n % n—k
(a) Demostrar que » ;3 ; (q—1) < qg" "
(b) Existe un c6digo lineal C' C F§ con distancia minima 3 y al menos 9

elementos? Razona la respuesta.

2. x Demostrar que los siguientes conjuntos son (n, k)-cédigos lineales y determi-
nar su dimension, su distancia minima y una matriz generadora:
(a) {aa...ala € F,} CFy (Codigo de repeticién)
(b) {z1...xp|w; €Fyi=1,...,n,2, = S0 2;} (Cédigo de paridad)

3. x Sea C C F3 el codigo ternario con matriz generadora G = ( i ; é )

(a) Demostrar que no tiene ninguna matriz generadora en forma estandar.

(b) Localizar un cédigo lineal C} equivalente a C' que si admita matriz gene-
radora en forma estandar.

4. x Sea C C Fj un codigo lineal y x,y € Fy. Se define la relacién de equivalencia
dada por:
x~y<<—=x—-yecl.

Probar x ~ y si y, solo si, S(x) = S(y), donde S(z) denota el sindrome de
z € Fy.
q

5. x Se considera el c6digo lineal de F3 cuya matriz generadora es: G = (1 (1) (1) ;) .

(a) Calcular una matriz de control y su distancia minima.
(b) Decodificar la palabra 2121 empleando el método de los sindromes.

(c) ;Tienen todas las palabras de F3 decodificacién unica? jEs un cédigo
perfecto? Razona la respuesta.
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* (a) Construir un cédigo de Hamming binario C' de longitud 7 y dimensién

4.

(b) Hallar la decodificacion de la palabra: 1001010, utilizando el método de
decodificaciéon basado en los lideres.

01111

*SeaG:(l 0010

lineal C.

) € Matgy5(IF2) la matriz generadora de un cédigo

(a) Demostrar que C' es de dimensién 2 y calcular todas las palabras de C.
(b) Hallar una matriz de control de paridad.

(c) Buscar lideres de las clases de equivalencia del conjunto cociente F3/C.

* Se considera el cddigo lineal binario C' con matriz de control H =

O = =

0
1
1

OO =
o = O

(a) Calcular la dimensién de C.
(b) Empleando sindromes, decodificar 11001 y 01110.
(c) (Es C perfecto?

Sea C' un cédigo de bloque sobre F, de longitud n. Se llama polinomio
enumerador de pesos de C' al polinomio

= Z a;x'y" ™", siendo a; = |{c € Clw(c) = i}|.

(a) Demostrar que si C' es un c6digo lineal, entonces el nimero de palabras
de C que se encuentran a distancia ¢ de ¢ € C' es a;.

(b) Si C' € F} es el cédigo lineal cuya matriz generadora viene dada por

11100
G={(0 0 1 1 0], calcular su polinomio enumerador de pesos y el
11111

de su cédigo dual.

* Sea C' C Fy un (n,k)-cédigo lineal y We(z,y) su polinomio enumerador de
pesos. Demostrar que:

(a) We(l,1) =q".

(b) We(0,1) = 1.

(¢) Sig=2, entonces W¢(1,0) € {0,1}.

(d) Sig =2, entonces We(z,y) = We(y, z) siy sélo si We(1,0) = 1.

Sea C' C F§ un codigo lineal. Demostrar que se verifica una de las dos afirma-
ciones siguientes:

Introduccién a la Teorfa de Cddigos. M.A. Garcia, L. Martinez y T. Ramirez
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(a) Todas las palabras son de peso par.

(b) La mitad de las palabras son de peso par y la otra mitad de peso impar.

Sea C' C Fy un codigo lineal. Demostrar que se verifica una de las dos afirma-
ciones siguientes:

(a) Todas las palabras empiezan por 0.
(b) La mitad de las palabras empiezan por 0 y la otra mitad por 1.
* Sea C' C F7 un (n, k)-cédigo lineal y C su cédigo dual. Se dice que C' es

autoortogonal si C' C C* y C es autodual si C = C*. Demostrar que C' es
autodual si y, solo si, C' es autoortogonal y dimC' = n/2.

Sea Ci- el codigo dual del cédigo lineal Cy, i = 1, 2. Demostrar que:

(a) (CH)* =C.
(b) (C1 + Cy)- = O N Oy

Para i = 1,2, consideramos C; € Fy* cédigo lineal de dimensién k, distancia
minima d; y matriz generadora G;.

0 Gs
longitud ny + ng, dimensién 2k y distancia minima d = min{dy, ds}.

(a) Demostrar que el cédigo lineal con matriz generadora (Gl 0 ) tiene

(b) Demostrar que el cédigo lineal con matriz generadora (G1 Gg) tiene
longitud ny 4+ no, dimensién k y distancia minima d > d; + ds.

Demostrar que si un cédigo lineal admite una matriz generadora en forma
estandar, entonces esta es tnica.
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Ejercicios Propuestos:
Cddigos ciclicos

10.

. * Localizar los c6digos ciclicos de F5, determinando para cada uno de ellos un

polinomio generador y una matriz generadora.

. * Encontrar los cédigos ciclicos no triviales de 3 y hallar para cada uno de

ellos un polinomio de control y una matriz de control.

. Hallar, si es que existe, un cédigo ciclicos de F5 de dimensién 4 y determinar

las palabras que lo forman.

. * Hallar, si es que existe, un cédigo ciclico de F5 de dimensién 3 y determinar

las palabras que lo forman.

* Determinar, si es que existe, un codigo ciclico binario con la menor dimensién
posible que contenga a

(a) 1010011
(b) 1001011

* Se considera el cédigo ciclico C' de F9 cuyo polinomio generador es 1 + 3.
Hallar C+.

* Demostrar que si C' es un codigo ciclico binario de longitud n impar, entonces
1...1 € C siysolosi C contiene una palabra de peso impar.

*x Demostrar que si C' es un codigo ciclico binario de longitud n impar, entonces
1...1 € Csiysdlosig(l) =1mod2, siendo g(x) el polinomio generador de
C.

* Sea C un cddigo ciclico binario de longitud n. Estudiar si el conjunto
C1 ={ceC | w(c)=0mod?2}
es un codigo lineal. En caso de respuesta afirmativa, determinar si es ciclico.

* Sea C' C F un cddigo ciclico con polinomio generador g(x). Si go es el
término independiente de g(z), demostrar que gy # 0.

Introduccién a la Teorfa de Cddigos. M.A. Garcia, L. Martinez y T. Ramirez @ 7
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11. Sea C' C Fy un cédigo ciclico de dimensién k con polinomio generador g(z).
Demostrar que C* es un cédigo ciclico de dimensién n—k y hallar el polinomio
generador de C*.

12. Se considera el cédigo C' C F§ tal que C' =< 122100, 012210, 120021 >.

(a) Demuestra que C' es un cédigo ciclico.

(b) Halla el polinomio generador de C' y el polinomio generador de C*.

(c¢) Calcula una matriz de control de C.

(d) Utilizando el método de decodificacion ciclica, decodifica la palabra 222022.

. Es tnica su decodificacién?

(e) Usando una matriz de control de C, deduce cudl es la distancia minima
de C. ;Cuéntos errores detecta C'?7 jCuantos errores corrige C?7 ;Es C'
perfecto? Razona tu respuesta.

13. Hallar un cédigo ciclico BCH de longitud 16 y distancia minima prevista 9 en
el cuerpo 3.
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