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5 Ejemplo de cédigos ciclicos: Cédigos BCH

Por Teoria de Anillos, si n y ¢ son coprimos entre si, sabemos que x" — 1 se puede
expresar como producto de polinomios ménicos f;(x) irreducibles sobre F, esto es,
" — 1 =[] fi(x) y que si a; es una raiz de f;, entonces t(c;) = 0 si y, solo si,
t(z) = fi(x)a(z) para algin polinomio a(z). Esto nos sirve para caracterizar a los
cédigos ciclicos, usando las raices de su polinomio generador de la forma siguiente:

Proposicion 5.1 Sea C C Fy un cddigo ciclico con polinomio generador g(x) =
[1;_, fi(x), siendo f; polinomio irreducible sobre F,, y sea oy una raiz de fi(x) en
una extension apropiada de ;. Entonces,

Clz) = {t(z) € Fola]/(z" = 1) [t(en) = --- = t(as) = O}

A las raices del polimonio generador de un cédigo ciclico se les llaman ceros del
cédigo. Observamos que los ceros siempre son raices n-ésimas de la unidad. Estos
ceros nos sirven para dar otra construccion de los codigos ciclicos: si partimos de un
subconjunto de raices n-ésimas de la unidad, para cada una de ellas le localizamos el
polinomio irreducible del que es raiz y construimos el cédigo C' cuyo polinomio ge-
nerador sea el minimo comuin multiplo de de estos polinomios irreducibles. Ademsés,

si aq,...,q, son los ceros del codigo ciclico que buscamos, la matriz
n—1
1 oy ... of
1 ay ... 043*1
Hy = . .
-1
1 a, o)

funciona como una “matriz de control” en el sentido que ¢ € C siy, solo si, cH! = 0.

Un tipo de cddigos que se contruyen de esta manera son los cédigos BCH: Sean n,
g = p" dos ntmeros naturales coprimos entre si. Sea m el orden multiplicativo de ¢
modulo n, es decir, el nimero natural mas pequeno tal que ¢™ = 1 modn. Sea d un
nimero natural tal que 2 < 0 < n y sea a € Fym una raiz primitiva n-ésima de la
unidad. Se llama cédigo BCH en sentido estricto sobre [, de longitud n y
distancia minima prevista ¢ al cédigo ciclico cuyo polinomio generador tiene por
raices a {a,a?,...,a° '}, Se puede demostrar que la distancia minima del cédigo
asi construido es, al menos, §.

Ejemplo Consideramos ¢ = 2, n = 2> —1 = 7y § = 3. Entonces, debemos
considerar un cédigo ciclico cuyo polinomio generador tenga por raices a «, y a2,
siendo o una rafz primitiva séptima de la unidad. Ahora, si f(x) € Fy[x], entonces
f(a®) = f(a)? luego a y a? tienen el mismo polinomio irreducible. Ademds, m = 3,
luego el polinomio irreducible que tiene a a como raiz es de grado 3. Pero 27 — 1 =
(x —1)(23 + 2% + 1)(2® + 2 + 1) en Fyz], asf que a es raiz de (2® + 22 + 1) 6 de
(23 + 2%+ 1). Supongamos que « es raiz de (23 + 22 + 1). Entonces, este polinomio

Introduccién a la Teorfa de Cddigos. M.A. Garcia, L. Martinez y T. Ramirez @ 1



e

QCW. K

Universidad Euskal Herriko
del Pais Vasco  Unibertsitatea

serd el polinomio generador del cédigo BCH buscado. Si aumentaramos en una
unidad la distancia prevista, esto es, pidieramos 0 = 4, entonces para hallar el
cbédigo BCH € que tiene también por cero a «, raiz primitiva séptima de la unidad
con polinomio irreducible (2®+22+1), debemos incluir en el polinomio generador de
C al polinomio irreducible que tenga a o, como rafz. Pero el polinomio irreducible
de o? es, en este caso, (z® + x + 1), con lo que C} tendrd por polinomio generador
a(@+22+1D)(x®+z+1).
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