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1 Definicion y construccion de cédigos ciclicos

Sea €' C F7 un (n, k)-cédigo lineal. Se dice que C' es ciclico si se satisface la
siguiente propiedad:

Veo... e €0, Ccpicg ... Cprn € C.

Observamos que si C' es un cédigo ciclico, entonces dada ¢q . ..c,_1 € C, se tiene que
las palabras ¢, _1¢g...Ch_9, Ch_2Cp_1Co ... Cn_3, ..., ¥ C1...Ch_1Co €stan también en

C.

Por otro lado, también podemos caracterizar los codigos ciclicos fijandonos solamente
en lo que sucede en una base del cédigo, tal y como se indica en el siguiente resultado:

Proposicién 1.1 (Caracterizacién de los cédigos ciclicos) Sea C' C F} un
(n, k)-cddigo lineal con base B = {xy,...,x}. Entonces, C es ciclico si y, solo si,
para todo x; € B, con i = 1,...,k, se tiene T 1% ... Tin_o € C, siendo x; =
Lo+« Tin—2Tin—1-

Si dada una palabra x = zg ...z, € F} llamamos a x, 17 ..., 2 la traslacion
ciclica de x, la proposicion anterior nos indica que un cédigo lineal es ciclico si
y, solo si, la traslacion ciclica de las palabras de una base estan también en C.
Esta caracterizacién nos simplificara el estudio de si un cédigo es ciclico, cuando
conozcamos una base del mismo.

Ejemplo Sea C' C T} el cdédigo lineal cuya matriz generadora viene dada por:

1101000
0110100

G= 00110710l Entonces, una base de C' es
0001101

B = {1101000,0110100,0011010,0001101}

y para las tres primeras palabras de esta base se cumple que sus traslaciones ciclicas
son otra palabra de la misma base, por lo que también son palabras de C'. Por tanto,
solo nos queda estudiar lo que sucede con la traslacién ciclica de la dltima palabra
de la base, que es 0001101. Ahora, como estamos trabajando en 5, se cumple que

1000110 = 1101000 + 0110100 + 0011010,

asi que la traslacion ciclica de la ultima palabra de la base es también otra palabra
de C. Por consiguiente, aplicando la Proposicion 1.1, podemos afirmar que C' es un
codigo ciclico.

Ademas de la caracterizacion que hemos visto de los cédigos ciclicos estudiando
unicamente lo que sucede en un base, vamos a encontrar otra fijandonos en una
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estructura subyacente de los cédigos ciclicos. Para ello, necesitamos recordar cémo
se contruye el anillo cociente Fy[x]/(z™ — 1), donde F,[z] el anillo de los polinomios
en la variable z, y se puede relacionar con Fy. En Fy[x] definimos la relacién de
equivalencia

Vf(z), g(z) € Fola], f(x)Rg(x) & (2" —1)|f(x) —g(z),

esto es, f(x) — g(x) es multiplo de 2 — 1. Entonces el conjunto cociente, denotado
por F,[z]/(z™ — 1), esta definido por

Fylz]/(a" —1) = {f(2) | f(2) € Fy[z]}

y en cada clase de equivalencia f(x) podemos elegir como representante el polinomio
de grado a lo sumo n — 1 que esté en ella, que serd el resto de dividir f(z) por 2 — 1.

Por tanto,

F,z]/(z" =1)={ap+az+ -+ a,_12" ' |a; €F,, i =0,...,n—1}.

Observamos que hay tantas clases de equivalencia como polinomios de grado menor
que n en F,[z].

Podemos establecer un isomorfismo de espacios vectoriales entre Fy y Fy[z]/(2" —1)

mediante ¥(ag . ..a,-1) = ag+ a1x + - -+ + a2 L

Si C' C Fy es un cédigo, denotamos por C'(x) a 1(C), esto es,

C(JJ) — {a() +aixc+---+ an—1$n_1 € Fq[x]/(aj‘n — 1)|a0a1 o Qp_1 € C}

Observamos que si C' es un codigo ciclico, entonces dada c¢q . .. c,_1 € C, se tiene que

Crn—1C0 -+ Cpn—9, Cn9Cn_1C0 - - Cn_3, ..., C1 ...Ch_1Co € C'y esto implica que si c¢(x) =

Z?:_Ol c;xt, se sigue que zc(x) = ¢, + Z;’:_Oz c;wtt € C(z) y en general z¥c(x)
Zle CpiTF— 4 Z:-:Ok_l c;xitk € C(x) para k < n. Utilizamos esta propiedad de
los cédigos ciclicos para caracterizarlos:

Proposicién 1.2 (Caracterizacién de los cédigos ciclicos) Sea C' C Fy un co-
digo lineal. Entonces, C' es ciclico si y, solo si, C(x) es un ideal de F,[z]/(z™ —1).

La importancia de la proposicién anterior quedara de manifiesto en el siguiente
apartado, donde explotaremos esta caracteristica de los codigos ciclicos.
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