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Tema 3

Cdédigos Lineales

1 Definicién y primeras propiedades

Tanto en este tema como en el siguiente, nos vamos a centrar en los codigos de
bloque de longitud n sobre F,. Esto es, trabajaremos con ' C Fy. Para seguir
la notacion introducida en el tema anterior los elementos de Fy se denotaran por

Zi...%y, siendo x; € F, para ¢ = 1,...,n, salvo que pueda inducir a error. En
tal caso, esto es, cuando pueda inducir a error la notacién anterior, se empleara la
notacion habitual de los elementos de Fy: (z1,...,2y).

Sabemos que Fy es un F -espacio vectorial de dimension n con la suma y la mul-
tiplicacion por un escalar habitual. Es por ello que, de entre los subconjuntos de

[y, nos fijaremos en aquellos que posean alguna estructura algebraica detrds. En

concreto, en este tema nos centraremos en el estudio de los cédigos conocidos como
cédigos lineales, que definimos a continuacién:

Definicién Sea C' C Fy. Se dice que C' es un c6digo lineal, si C' es un subespacio
vectorial de [y .

Observamos que si ' C Fy es un cédigo lineal, entonces por ser un subespacio
vectorial de [y se verifica:

1. 0...0eC.

2. Six,y € C, entonces x+y,x-y € C.

3. Existe una base {x1,...,x;} de C, siendo k < n. Ademds, dado y € C,
existen unos tnicos escalares (o, ..., a;) € FF tales que y = S aix;.

4. Si la dimensién de C es k, entonces |C| = ¢".

Si C C Fy es cédigo lineal de dimensién k, le llamaremos de forma breve (n, k)-
codigo.
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Nos interesa ver si podemos calcular de forma sencilla la distancia minima de un
codigo lineal. Al estar trabajando en Fy, lo primero que vemos es que podemos
relacionar d(x,y) con el peso de otra palabra de [Fy. En concreto, se puede probar

Lema 1.1 Sean x,y € F;. Entonces, d(z,y) = w(z — y).

Este lema nos va a servir para tener otra forma de calcular la distancia minima de
un cédigo lineal, tal y como se establece en la siguiente proposicion:

Proposicion 1.2 Sea C C F
minimo w. Entonces, d = w.

g un codigo lineal con distancia minima d y peso

Este resultado va a facilitar enormemente el calculo de la distancia minima de un

(n, k)-cédigo C sobre F,, porque en lugar de tener que calcular las distancias de
k

(q ) pares de palabras de C' distintas y luego determinar su minimo, solamente

2

necesitaremos calcular los pesos de ¢® — 1 palabras de C' no nulas.
Ejemplo El cédigo binario

¢ = {0000000,0110100,0011010,0001101,
1000110, 1001011,1011100, 0010111,
1010001, 1110010,011100,1111111,
0101110, 1101000, 0100011, 1100101}

es un codigo lineal de dimensién 4,j ya que una base de este cddigo lineal es
{1000110,0110100,0011010,0001101}.

Aplicando la Proposicion 1.2, deducimos que la distancia minima de C' es 3, ya que
este valor es el peso minimo de C.

2 DMatriz generadora de un cédigo lineal

Dado un (n, k)-cédigo lineal C'; sabemos que existe una base {cy, ..., cg} de C. Estos
elementos de la base nos sirven para determinar de forma tinica todos los elementos
de C' como combinacion lineal de ellos. Si identificamos el elemento x = z;...x, €
[y con la matriz (21 ...7,) € Matix,(F,), podemos dar la siguiente definicién:

Definicién Sea C un (n, k)-cédigo lineal sobre F,. Se llama matriz generadora
de C' a una matriz G € Maty,(F,) cuyas filas forman una base de C.

Ejemplo El (7,4)-cédigo lineal

C' =< 0110100,0011010,0001101, 1000110 >

Introduccién a la Teorfa de Cddigos. M.A. Garcia, L. Martinez y T. Ramirez
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tiene por matriz generadora a
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0110100
020011010
0001101
1000110

La ventaja de conocer una matriz generadora G de un (n, k)-cédigo lineal sobre F,
es que a partir de ella se pueden obtener todas las palabras de C' de forma sencilla:
basta obtener todos los elementos de ]F’; y calcular los productos (y; ...yx)G, que
seran precisamente las palabras del cédigo C.

Para algunos (n, k)-cddigos lineales sobre F,, de entre las matrices generadoras que
podemos hallar vamos a destacar unas con las que va a ser mas facil trabajar:

Definicién Sea C un (n, k)-cédigo lineal con matriz generadora G' € Matyy, (F,).
Se dice que G estd dada en forma estandar si G = (1| B), donde B € Matyy,—(F,).

Ejemplo El (7,4)-c6digo lineal
(' =< 0110100,0011010,0001101, 1000110 >

tiene por matriz generadora a

G, =

— o O O
o O O
S O = =
O~ = O
—_ = O =
— o~ O
O = OO

que no esta dada en forma estandar.

En cambio, si realizamos permutacién ciclica de las filas de Gy, obtenemos otra
matriz generadora de C,

Gy =

o O O
oo = O
O = = O
_— =0 O
— O~
O = O =
_ o O O

que tampoco esta dada en forma estdndar. Si a Gs le aplicamos transformaciones
elementales por filas, obtenemos otra generadora G3, que si estda dada en forma
estandar:

Gs =

oo o
S o= O
O = O O
_ O O O
== O =
O R R R
— == O

La ventaja que presentan las matrices generadoras en forma estandar frente a las que
no lo estan es la siguiente: si C' es un cédigo lineal sobre F, con matriz generadora G
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dada en forma estandar y si la palabra c de C' tiene coordenadas (y; . .. yx) en la base
que forman las filas de G, entonces ¢ = ¥y ... YgCryi1 - - - Cpn, €sto es, las coordenadas
de C' en la base formada por las filas de GG son precisamente las k primeras letras de
c. Es por ello que nos planteamos la siguiente cuestion:
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Dado un (n, k)-cédigo lineal C' sobre F, jpodemos construir siempre una matriz
generadora que esté en forma estandar?

En un principio, si tenemos en cuenta que la matriz generadora G es de dimension k
y esto implica que G es equivalente a una matriz del tipo (Ix|B), podriamos pensar
que es factible obtener siempre una matriz generadora en forma estandar para C'.
Pero, por desgracia, la respuesta a la cuestién planteada es NO. Por ejemplo, si
tomamos el cédigo lineal C' =< 100001,000100 >C F§ cualquier matriz generadora
que busquemos no esta dada en forma estandar que que las palabras de C siempre
llevan un 0 en la segunda posicién.

Sin embargo, podemos plantearnos modificar la cuestiéon anterior y reformularla de
la siguiente manera:

Dado un (n, k)-cédigo lineal C' sobre F,, jpodemos construir un cédigo lineal equi-
valente a C' que admita una matriz generadora que esté en forma estandar?

Al tratar de contestar la cuestiéon anterior nos damos cuenta que lo primero que
debemos hacer es fijarnos en qué operaciones podemos realizar en las palabras del
cédigo C para que el codigo equivalente resultante siga siendo lineal y posterior-
mente nos centraremos en cémo construir este codigo equivalente para que ademéas
admita matriz generadora estandar. Asi, en primer lugar vamos a determinar qué
operaciones elementales se pueden realizar para obtener cédigos equivalentes al dado
que no pierdan la linealidad. En concreto, si se realizan solamente permutaciones
en las posiciones del cédigo y multiplicar los simbolos de una posicién fija por un
escalar no nulo, es obvio que no perdemos la linealidad del cédigo inicial. Estas
restricciones que hay que imponer para que se mantenga el caracter de subespacio
vectorial del codigo equivalente resultante se traducen en que no podemos hacer
todo tipo de operaciones elementales en la matriz generadora G para transformarla
en otra que esté dada en forma estdandar y que genere un codigo lineal equivalente.
En concreto, las operaciones elementales en G que nos llevan a matrices generadoras
equivalentes a G y que generan un codigo equivalente a C' son:

1. Permutacién de filas

2. Multiplicacion de una fila por un escalar no nulo

3. Sumar a una fila una combinacién lineal de las restantes filas
4. Permutacion de columnas

5. Multiplicar cualquier columna por un escalar no nulo
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Es decir, de las operaciones elementales que nos permiten obtener una matriz equi-
valente a (G, solamente eliminamos la de sustituir una columna por ella misma méas
una combinacion lineal de las restantes. Esto es logico porque si pensamos en lo que
significa realizar esta operacion elemental en términos de las palabras del cédigo,
quiere decir que se estd mezclando informacion de varias posiciones.
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Observamos que si realizamos solamente las operaciones elementales indicadas en
filas lo que estamos haciendo es cambiar una base de C' por otra, luego el cédigo
obtenido es el mismo. Si ademas realizamos alguna de las dos operaciones elementa-
les permitidas en columnas, entonces obtenemos otro cédigo lineal que es equivalente
al dado. En cualquier caso, si tenemos en cuenta que cualquier matriz generadora
de C' es de rango k, le podemos aplicar las operaciones elementales anteriores para
transformar GG en otra matriz equivalente a ella que esté dada en forma estandar.
Esta matriz es matriz generadora de un cédigo equivalente a C. En definitiva,
teniendo en cuenta lo anterior se prueba

Proposicién 2.1 Sea C' un (n, k)-cédigo lineal. Entonces, existe un (n,k)-cédigo
lineal C" equivalente a C' tal que tiene una matriz generadora dada en forma estandar.

3 Matriz de control de un cédigo lineal. Cédigo
dual de un coédigo lineal

En el espacio vectorial [y disponemos del producto escalar siguiente:

VX=21...2,, Y =Y1---Yn EIFZ, X-y:ixiyi
i=1
y dado C' C Fy un (n, k)-cédigo lineal sobre F,, definimos
Ct={xeF!|x y=0,VyeC}.
Empleando las propiedades de los subespacios vectoriales, se demuestra:

Proposicién 3.1 Si C C Fy es un (n, k)-cddigo lineal, entonces Ct es un cédigo
lineal de Fy.

Si C' C Fy esun (n, k)-cédigo lineal, entonces a C* se le conoce como el cédigo dual
de C. Se pueden caracterizar de forma sencilla los elementos de C*, si conocemos
una matriz generadora de C. En efecto, se puede demostrar el siguiente lema

Lema 3.2 Sea C C F} un (n,k)-cddigo lineal con matriz generadora Gy Ct su
cédigo dual. Entonces, € € C* siy sélo si 2G' = 0.
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Esta caracterizacion de los elementos del codigo dual nos va a servir para calcular
la dimensién de C*:
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Proposicién 3.3 Si C C F} es un (n, k)-cddigo lineal, entonces C+ es un cdédigo
lineal de dimension n — k.

En resumen, si C C Fy es un (n, k)-cédigo lineal, sabemos que C* es otro cédigo
lineal de longitud n y dimensién n — k. Por otro lado, C* admite una matriz
generadora H € Mat(,_g)xn(Fy), por ser C* un cédigo lineal. A esta matriz H,
generadora de C* se le llama matriz de control (de paridad) de C.

Ademas, de la definicién y de las propiedades del cédigo dual, se deduce que si C' es
un (n, k)-cédigo lineal y C*+ su cédigo dual, entonces (C1)+ = C. Entonces, si H es
la matriz de control de C, podemos caracterizar C', via H, de la siguiente manera:

C={zeF,|zH =0}.

Por otro lado, también se cumple que si G y H son matrices generadoras y de control
de un (n, k)-cédigo lineal, entonces GH' = 0.

Esta ultima propiedad nos servira para localizar una matriz de control cuando la
matriz generadora de un cédigo lineal estd dada en forma estandar, tal y como
enunciamos en el siguiente resultado:

Proposicién 3.4 Sea C C Fy un (n,k)-cddigo lineal con matriz generadora G =
(Ix| B). Entonces, una matriz de control para C es H = (—B'|I,,_}).

Ejemplo Consideremos el cédigo C = {(21,...,7,) € Fy | 21 + -+ +x, = 0}, que
es un (n,n — 1)-cédigo lineal sobre F,. Si tomamos el conjunto

{(1,0,0,...,0,0,—1),(0,1,0,...,0,—1),...,(0,0,0,...,0,1, —1)},

resulta que es una base de (', por lo que la matriz

10 ... 0 -1

01 0 -1
G =

00 ... 1T -1

es una matriz generadora de C' que ademas esta dada en forma estandar. Entonces,
si aplicamos la Proposicién 3.4, la matriz de control de C' sera

H=(11...11).

Esto implica que C* va a ser de dimensién 1 y, obviamente, la condicién que debe
cumplir un elemento (71, ..., 7,) de Fy para estar en C' es

(21, .. z)H' =0 = 21+ -+ +x, =0.
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Finalmente, la matriz de control de un (n, k)-cédigo lineal también nos sirve para
determinar la distancia minima de un cédigo lineal:
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Proposicién 3.5 Sea C C Fy un (n, k)-cddigo lineal con matriz de control H. En-
tonces, la distancia minima de C es d si vy, solo si, cualesquiera d—1 columnas de H
son linealmente independientes y existen d columnas de H linealmente dependientes

De la proposicién anterior podemos deducir que el rango de H es al menos d — 1.
Luego si ¢ C Fy un (n, k)-c6digo lineal con distancia minima d, se tiene la siguiente
desigualdad, conocida como Cota de Singleton:

d—1<rgH)=n—k = d<n—Fk+1.

Ejemplo Si consideremos el cédigo C' = {(z1, ..., 7,) €F} | 21+ +z, = 0}, que
es un (n,n —1)-cédigo lineal sobre I, sabemos que H = (11 ... 1 1) es una matriz
de control de C', luego por la Proposicion 3.5 deducimos que la distancia minima de
C es 2. Observamos que en este caso se da la igualdad en la Cota de Singleton.

4 Codificacion y decodificaciéon de un cédigo li-
neal

Como ya hemos indicado, si G € Maty,(F,) es una matriz generadora del (n, k)-
codigo lineal C, podemos obtener de forma sencilla las palabras de C'. Basta con-
siderar (y;...yx) € IF’; y calcular (y; ...yx)G. Precisamente, en esta idea se basa el
proceso de codificacién de palabras. Asi, si para construir nuestros mensajes (antes
de codificar) vamos a utilizar un diccionario que consta de F’; palabras, podemos
identificar cada una de ellas con un elemento (y; ...yx) € F’;. A continuacion, elegi-
mos un (n, k)-cédigo lineal C' que en cuanto a su capacidad correctora sea adecuado
al canal que vamos a emplear y determinamos una matriz generadora de C', que de-
notamos por G. Entonces, la codificacion de la palabra (y; ...yx) usando el cédigo
elegido serd (y; ...yx)G y esto serd precisamente lo que se envie a través del canal,
cuando en el mensaje inicial aparezca la palabra (y; ... yx).

[ustramos el proceso de codificacién con el siguiente ejemplo:

Ejemplo Supongamos que queremos transmitir una fotografia desde Marte a la
Tierra. Hemos mandado un equipo que detecta 8 colores bésicos que son

L = {blanco, negro, rojo, amarillo, azul, verde, marrén, violeta}.

El equipo ha sacado la fotografia y ha dividido la misma en cuadrados muy pequenos
y lo que quiere transmitir es el color que aparece en cada uno de ellos. Como las
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senales que se envian desde Marte solo constan de 0 y 1, se ha identificado cada uno
de los colores con una terna de F3, segiin la siguiente biyeccion:
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f: L — 3
blanco +— (1,1,1)
negro  +— (0,0,0)
r0jo — (1,0,0)
amarillo — (0, 1,0)
azul — (0,0,1)
verde — (1,1,0)
marrén  +—  (1,0,1)
violeta +— (0,1,1)

Si mandaramos la informacién desde Marte utilizando tinicamente ternas de F3, no
serfamos capaz de detectar si se han producido errores en la transmision. Esto podria
ser un problema porque al estar Marte tan alejado de la Tierra, las senales llegan de-
bilitadas y puede ser que interpretemos de forma errénea el valor que recibimos. Por
ello, si inicamente transmitimos desde Marte las ternas asociadas a cada color no
tendriamos forma de garantizar que el color que asociamos a un cuadrado determi-
nado sea el verdadero. Pero este problema lo podemos solucionar de forma sencilla
usando un c6digo lineal binario de mayor longitud (o sea, que las tuplas usadas para
cada color sean mas largas) y que tenga dimensién 3, para que conste de 8 palabras.
Por ejemplo, podemos usar el (7,3)-cédigo lineal C' =< 0110100,0011010, 0001101 >,
que es de longitud 7, dimension 3 y distancia minima 3. Empleando C', transmi-
0110100
tirfamos (y1 y2 y3)G, donde G = [0 0 1 1 0 1 0] . Asi, el color blanco se
0001101

transmitiria como la tupla 0100011, el color negro seria 0000000, el rojo 0110100,
etc. Con esta codificacion seriamos capaces de detectar hasta 2 errores y corregir 1,
va que el cédigo C' elegido tiene distancia minima d = 3. Por tanto, si sabemos que
lo méas probable sea que se produzca a lo sumo un error en la transmisién de cada
7-tupla, la eleccién realizada seria adecuada. En cambio, si lo mas probable es que
se produzcan 2 o més errores, habria que elegir otro cédigo.

Ahora, entre codigos lineales de la misma longitud y misma capacidad de correccion
si uno de ellos tiene matriz generadora G = (I;|B) dada en forma estandar, su codi-
ficacién serd sencilla porque dadoy = (y1 ... yx) € IF’;, entonces yG = (y1 . .. yx|yB)
y los k primeros elementos son las coordenadas en la base de G de la palabra emitida
yG. Es por este motivo por lo que se prefiere, siempre que sea posible, el uso de
matrices generadoras dadas en forma estandar.

Una vez recibido el mensaje el receptor debe verificar si la palabra recibida esta o no
en el codigo usado. Si lo esta, por el principio de maxima verosimilitud, supondra
que el mensaje recibido es el que le queria enviar el emisor. Si la palabra recibida
no pertenece al cédigo usado, significa que se ha producido al menos un error en
la transmisién, por lo que procedera a decodificarla, si es posible. El proceso de
decodificacién precisamente lo que hace es hallar la palabra que ha sido emitida por
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el emisor, siempre que sea posible. Hay dos métodos de decodificacién generales que
se emplean para los codigos lineales:
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1. Método de decodificacion basado en los lideres

2. Método de decodificacién mediante sindromes

Ambos métodos, utilizados en cédigos lineales, son equivalentes. Esto es, si una
palabra recibida z € Fy admite una decodificacién tnica y le corresponde como
palabra emitida ¢ € C, esta palabra c se va a obtener independientemente de cudl
sea el método de decodificacion que empleemos.

Describimos ahora ambos métodos de decodificacion:

4.1 Método de decodificaciéon basado en los lideres

Sea € € F} un cddigo lineal. Se define la siguiente relacion de equivalencia:
Vay - Tn, Y1 - yn € FY

Ty Ty YL Yo = T Ty =Yoo Yn € C
Observamos que

[w1an] = {yiyn EFQlar- -z ~ 1 ynt

Entonces, si recibimos la palabra z;---2, € Fj, calculamos (21 -+ 2,] y como el
nimero de errores producidos en la transmision lo suponemos minimo por el prin-
cipio de maxima verosimilitud, la decodificamos como z1---z, — y1 -+ - y,, donde
Y1 Yn € [21---2,] vy es de peso minimo. Si hay un tnico y; -+ -y, € [z1--- 2,] de
peso minimo, llamaremos a y; - - -y, lider de [z; - - z,] y este lider es precisamente
el error cometido en la transmisién. Si hay varias y; - -y, € [21- - 2,] con el mismo
peso minimo diremos que 27 - - - 2z, no admite decodificacién unica.

4.2 Método de decodificacién mediante sindromes

Sea C' € F} un cédigo lineal con matriz de control H. Dada z; - - - 2, € Fy se llama
sindrome de z;---2, € F a S(21---2,) = (21° -+ zp)H'. Observamos que las
palabras del codigo C' satisfacen que su sindrome es 0. Ademds, podemos definir la
relacion de equivalencia: V-« @, y1 -+ yn € Fy

1 TRy oy = S xn) =Sy ya)

Entonces, si @1+ 2, Ry; - - - Y, se tiene S(xy---x,) = S(y1---yn) lo que implica
S(xy - xp—y1--Yn) = 0, esto es, &1+ x, — Y1 -y, € C. Esto nos proporciona
el siguiente método de decodificacion:
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Si recibimos la palabra z;---z, € Fy, determinamos S (21 -+ 2,) y decodificamos
21+ Zp COMO 212, — Y1+ Yp siendo yy---y, € IFZ de peso minimo tal que

S<Zl"'zn) = S(’yl"'yn)-

Universidad Euskal Herriko
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Ejemplo Sea C el (6, 3)-cédigo binario con matriz de control

Si se recibe la tupla v = 110101, entonces S(110101) = (0 0 1). Pero S(100000) =
(0 0 1), ast que la tupla se corrige a

u=v—e=010101.

En cambio, si recibimos y = 100001 tenemos que S(y) = (1 1 1). Pero no hay
ningtn vector de peso 1 con este sindrome y si al menos dos de peso 2: 100001
y 001100 con el mismo sindrome, por lo que y no tiene decodificacién tnica, pues
podriamos decodificarla como 000000 6 101101.

5 Ejemplo de cédigos lineales: Cdédigos de Ham-
ming

En F consideramos los subespacios vectoriales de dimensién 1. Por Algebra Lineal
T__ . .
sabemos que hay qq_—ll subespacios. De cada uno de estos subespacios tomamos un

. . T_
vector no nulo (una base) y construimos la matriz H de orden r x ‘{1_—11 cuyas columnas
son precisamente los vectores no nulos seleccionados. Entonces, esta matriz H tiene
las siguientes propiedades:

1. Es de rango r.

2. Dos columnas cualesquiera distintas son siempre linealmente independientes y
si tomamos dos columnas de H , H® y HU) | entonces existe en H una columna
H® = H® 4 HO) esto es, HY, HY) y H®) son linealmente dependientes.

Esta matriz H nos sirve como matriz de control de un cédigo lineal de longitud
%, que tiene dimensién quT—ll —ry, por la construccion de H, distancia minima 3,
llamado (%, % —r)-cédigo de Hamming. En algunos textos, se les denomina
también codigos de Hamming de pardametros r y ¢, donde ¢ es el cardinal del cuerpo
y r el nimero de filas de H. Si ¢ = 2, observamos que los cédigos de Hamming

tienen longitud 2" — 1 y dimension 2" — 1 — 7.

En la definiciéon dada no se ha especificado el orden de las columnas de H. Ello no
es obstaculo ya que al cambiar el orden de las columnas de H, lo que se obtiene es
otro codigo de Hamming equivalente al dado.

Introduccién a la Teorfa de Cédigos. M.A. Garcia, L. Martinez y T. Ramirez @ 10



e

OCW. >

Universidad Euskal Herriko
del Pais Vasco  Unibertsitatea

Esta familia de codigos lineales es una de las méas estudiadas y conocidas. Ademas
de poder conocer de antemano su distancia minima, los cédigos de Hamming tienen
otra propiedad que los hace especialmente interesantes: son cédigos perfectos, puesto
que alcanzan la cota de Hamming.

Ejemplo Si queremos construir un cédigo de Hamming ternario con r = 2, éste

sera de longitud % = 4 y dimension Pl _9—4-_2=2. Ademas, su matriz de

3—1
control vendra dada por
1 01 2
= < 0111 ) ‘

Es facil ver que una matriz generadora de este cédigo lineal vendra dada por
2 210
¢= (1 2 0 1) ’

por lo que C' =< 2210, 1201 > .
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