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2 Subespacios vectoriales
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Definicién Sea V un K-espacio vectorial y S un subconjunto de V' no vacio. Se
dice que S es un K-subespacio vectorial de V', y se denota por S < V', si S con
las operaciones suma y multiplicacién por un escalar restringidas a S (esto es, la
suma de vectores de S es otro vector de S y la multiplicacién de un escalar por un
vector de S es un vector de S) es un K-espacio vectorial.

En la siguiente proposicion, damos una caracterizacion equivalente del concepto de
subespacio vectorial, que facilitara el comprobar si un subconjunto de un K-espacio
vectorial es subespacio vectorial.

Proposicién 2.1 (Caracterizaciones equivalentes) Sea V' un K-espacio vecto-
rial y S un subconjunto de V' no vacio. Entonces, son equivalentes

1. S es un K- subespacio vectorial de V.
2.Vs1,80 €S, s1+so€Syvie K,Vse S, dsef.

3. V)\l,)\g € K,Vsl,SQ € S, )\181 + )\282 €s.

Ejemplos

1. Si tomamos el R-espacio vectorial R3, cualquier recta que pase por el (0,0, 0)
es un subespacio vectorial de R3. Por ejemplo, S = {(z,y,2) € R? |z — 2y =
0, z+y = 0} es un subespacio de R? ya que para cualesquiera (1, yi, 21), (T2, Yo, 22) €
S y cualesquiera escalares a, § € R se cumple

a(z1,y1, 21) + B(22, 42, 22) = (@@ + Brg, ayy + By, az1 + Bza)

que satisface

axy + Bre — 2(ay; + Bys) = axy — 2y1) + B(ag — 2y2) =0

az + Bz +ayr + By = a(z1 +y1) + Bz +12) =0

por ser (x4, Y1, 21), (T2, Y2, 22) € S.

2. Si tomamos el R-espacio vectorial de los polinomios en la variable x con coefi-
cientes reales y grado menor o igual a 4, P4(R), es facil ver que el subconjunto
S ={a+ bxr + ax3|a,b € R} es un subespacio vectorial de Py(R).
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Si tenemos un K-espacio vectorial V' y tomamos vectores vy, vy, ... v, € V, cons > 1,
podemos construir un subespacio vectorial de V' que contenga a estos vectores de la
manera siguiente:

Universidad Euskal Herriko
del Pais Vasco  Unibertsitatea

< V1,V2,...,05 >= {Z/\ZUZ|/\ZEKVZ€ {17...,8}}.

i=1

En efecto, claramente el subconjunto < wvy,vs9,...,v, > es no vacio, ya que al
menos se encuentran los vectores v;, para ¢ = 1,...,s. Ademds, si elegimos
o AV, > i 0iv; €< V1, 2,...,0s >y tomamos dos escalares a, f € K, tene-

mos
s

S S
[0 Z )\ivi —+ 6 Z 5¢Ui = Z(Oé)\@ + 5(51)1}1

i=1 i=1 i=1
y como para ¢ = 1,...,s se cumple que a)\;, + $6; € K, se sigue que
aZle Aiv; + BZ; 0;v; es un elemento de < vy, vs,...,vs >. Por tanto, el sub-
conjunto < vy,vs,...,Vs > es un K-subespacio vectorial de V', al que llamaremos
subespacio generado por los vectores {vi,vs,...,v,} y tiene la propiedad de
ser el menor subespacio de V' que contiene a los vectores vy, vs, . .., Us.

En la siguiente proposicién mostramos que la suma e interseccion de subespacios
vectoriales es otro subespacio vectorial.

Proposicién 2.2 Sea V' un K-espacio vectorial y Si, Sy dos K-subespacios de V.
Entonces, S; NSy y S1 + Se = {s1+ s2 | s; € Si;i = 1,2} con la suma y la
multiplicacion por un escalar restringidas a ellos son K-subespacios vectoriales de

V.

A 51N 85 se le llama subespacio interseccion de S; y S y a S; +S; subespacio
suma de 57 y Ss.

Si Sy, So son dos subespacios de V' tales que SN Sy = {0y} v S1+ Sy =V, diremos
que V' se expresa como suma directa de los subespacios S; y S3. Cuando V sea
suma directa de Sy y Sy escribiremos V' = 5165, y diremos que S; (respectivamente,
Ss) es un subespacio suplementario de Sy (respectivamente, S).

Esto se puede extender cuando trabajamos con un niumero finito de subespacios
vectoriales de un mismo espacio vectorial, en lugar de con dos, como sigue:

Definicién Sea V un K-espacio vectorial y S, S, ..., S, r K-subespacios vecto-
riales de V. Se llama subespacio interseccién de S, S5, ..., S, a

T

(Si={veV|ves, Vie{l,. .. r}}

=1
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Definicién Sea V un K-espacio vectorial y 51, Ss, ..., S, r K-subespacios vecto-
riales de V. Se llama subespacio suma de S;, S,, ..., S, a

Zsi:{vl_i_..._'_UTGVhJiESiVie{lwﬂar}}'
i=1

Definicién Sea V un K-espacio vectorial y Sy, Ss, ..., S, r K-subespacios vec-
toriales de V. Se dice que V es suma directa de Sy, Sy, ..., S, y se escribe
V=S&S® - -dS,, sise cumplen las dos siguientes condiciones:

1LY, Si=V.
2. Vie{l,--- ), Sin Y S ={0y}.

j=1
jAi
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