oCcw o

Universidad  Euskal Herriko
del Pais Vasco  Unibertsitatea

Introduccion a la
Teoria de Codigos

M.A.Garcia, L. Martinez, T.Ramirez

Facultad de Ciencia y Tecnologia. UPV/EHU

Resumen Teodrico
Apartado 1 del Tema 1:
Espacios vectoriales:
definiciones basicas

Mayo de 2017




e

Universidad Euskal Herriko

del Pais Vasco  Unibertsitatea

1 Espacios vectoriales: definiciones basicas

Definicién Sea (K, +, ) un cuerpo, V un conjunto con una operacién interna + y
una aplicacion f: K x V — V. Se dice que (V,+, f) es un K-espacio vectorial si
se cumple:

1. (V,+) es un grupo abeliano.
2. La aplicacion f satisface las siguientes propiedades:

(a) f(lg,v)=v,Yv eV

(b) f(M+ Az, 0) = f(A1,0) + f(A2,0), VA, A € K, Vo € V.

(c) fNvr4+v2) = f(A\v1)+ f(Nve), VA€ K, Yoy, vy € V.
) J(

() fFada,v) = FO, fFOha,v)), VAL A € K, Yo € V.

Notas:

1. A la aplicacion f : K x V — V se le denomina multiplicacion por un
escalar y se suele emplear la siguiente notacion:

f((Av) = Av.

Con esta notacién las propiedades (a)—(d) de la definicién de espacio vectorial
pueden escribirse de la siguiente manera:

)
)

() AMvr +v2) = Avy + Avg, VA € K, Yuy, vy € V.
) (AMA2)v = A (Av), YA, A € K, Yo € V.

2. Si tenemos (V,+, f) un K-espacio vectorial y no hay lugar a dudas de la
operacién interna + y de la multiplicacion por un escalar f usada, por abuso
del lenguaje diremos simplemente “V es un K-espacio vectorial”, sin especificar
ni la operacion interna ni la multiplicacion por un escalar. Més atn, si no hay
dudas del cuerpo de escalares K en el que se trabaja, nos referiremos a V' como
“espacio vectorial” en lugar de “K-espacio vectorial”.

3. Cuando V es un K-espacio vectorial, a los elementos de V' se les llama vectores
y a los del cuerpo K escalares.

Ejemplos
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1. Se considera un cuerpo (K, +,-) y el grupo abeliano (Mat,, ., (K),+), siendo
Maty,xm (K) = {(aij) | aij € K,1<i<n, 1<j<m}
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y + la suma usual de matrices:
V(aij), (bij) € Matyxm, (aij) + (bij) = (ai; + bij).
Definimos la multiplicacién por un escalar siguiente:
Ve K,V(aij) € Matnxm, )\(aij) = ()\CLZJ)

Es fécil ver que esta multiplicaciéon por un escalar cumple (a)—(d), asi que
Mat,,«m (K) es un K-espacio vectorial.

2. Sea (K,+,-) un cuerpo y
K" ={(k1,...,ky)|ki € K,¥i € {1,2,...,n}}.
Se define en K™ la siguiente operacién interna:
V(z1, .o xn), (Y1, yn) € K7,
(1, Tn) + (Y1y - Yn) = (X1 + Y1y ooy T+ Yn)
y la multiplicaciéon por un escalar:
VA€ K,V (xy,...,x,) € K", NMxy,...,2,) = (Axq, ..., Axy).

Es facil ver que K™ es un K-espacio vectorial. En particular, si K = F, el
cuerpo finito con ¢ elementos, siendo g = p’, para algtin p primo, se tiene que
[, es un [ -espacio vectorial para todo n € N.

3. Sea (K,+,-) un cuerpo, n € NU{0} y
Pu(K)={ap+ax+ - +a2" |a; € K, i€{0,1,--- ,n}}

el conjunto de los polinomios en la variable x con coeficientes en el cuerpo K
y grado menor o igual a n. Si tomamos en P, (K) la suma usual de polinomios
y definimos la multiplicacién por un escalar VA € K, Yag + a1z + - - - + a,z" €

Pu(K),
A (ag+ a1z + -+ -+ apa™) = Aag + Aajx + - - - + Aayz”,
resulta que (P, (K),+,-) es un K-espacio vectorial.
4. Sea (K, +,-) un cuerpo y

:{ZaixﬂmGNU{O},aiEK, 1€ {0a17 7”}}

i=0
el conjunto de los polinomios en la indeterminada x con coeficientes en el

cuerpo K. Si tomamos en K|[z| la suma usual de polinomios y definimos la
multiplicacién por un escalar VA € K, VY " a;x' € K|z,

m m

i i

)\‘g aing Aa;x’,
i=0 i=0

resulta que (K[z],+,-) es un K-espacio vectorial.
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En la siguiente proposicion vemos algunas propiedades que se cumplen en los espacios
vectoriales, cuando elegimos escalares o vectores especiales:

Proposicion 1.1 Sea V' un K-espacio vectorial. Entonces,

1. N0y =0y, VX € K.

2. Ogv =0y, Yo e V.

3. (—1lg)v=—v, Yo e V.

4. Si A€ K yov eV verifican que Av = Oy, entonces A =0 0 v = 0y.
Nota: En la Proposicién anterior hemos denotado por 0y el elemento neutro para
la operaciéon interna + de V', Og el elemento neutro para la operacién interna + de

K y —1k es el elemento opuesto del elemento neutro 15 de la segunda operacion
interna - del cuerpo K y —uv es el elemento opuesto de v para la suma de vectores.
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