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A.3. Ejemplos de cuerpos finitos
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En esta seccién veremos algunos ejemplos de cuerpos finitos de orden pequeno.
Para construir un cuerpo de orden p” es necesario conocer un polinomio irreducible
de grado n con coeficientes en Z/pZ. Por lo general, no hay un tnico polinomio
irreducible de grado n en Z/pZ|x] aunque, por lo visto en la Proposicién A.2.6,
todos ellos dan lugar a cuerpos isomorfos.

Dentro de los polinomios irreducibles P(x), interesan especialmente aquellos que
cumplen que las potencias ' permiten obtener todos los elementos no nulos del
cuerpo Z/pZ[z]/(P(z)). Dichos polinomios se llaman primitivos. El conocer estos
polinomios es importante en algunas areas de la Teoria de Cédigos, como por ejemplo

cuando se estudian los cédigos BCH.

Por ejemplo, el polinomio x? + 1 € Z/3Z[x] es irreducible, pero no es primitivo, ya
que al hacer las potencias de T obtenemos:

70 =1,
Tt =17,
7% =2,
73 = 27,
7° =1

Y

y de ahi en adelante se van repitiendo ciclicamente los mismos cuatro elementos.
Por lo tanto, al hacer potencias de ¥ sélo se obtienen 1,7, 2,2x, y no se consiguen
todos los 8 elementos no nulos del cuerpo.

En cambio, el polinomio x? + 2z + 2 € Z/37Z, ademés de irreducible es primitivo, ya
que las potencias de T dan:

70 =1,
Tt =7,
7=z +1,
72 =2r+1,
-4 _35
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y en este caso si obtenemos los 8 elementos distintos de cero del cuerpo. Al seguir
haciendo potencias, estos 8 elementos se van repitiendo ciclicamente.
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Proposicion A.3.1 Sip es un numero primo y n es un numero natural, hay por
lo menos un polinomio primitivo de grado n en 7. /pZ[x].

Por lo general, no hay un sélo polinomio primitivo de grado n en Z/pZ[z]. Por
ejemplo, en Z/27Z[z] hay dos polinomios primitivos de grado 3: 1+z+x3 y 14+2%+23.

En la tabla siguiente damos un ejemplo de un polinomio primitivo de grados 2,3,4,5
para los primos 2,3,5,7,11,13.

n =2 n=3 n=4 n=>5
p=2 2+ x+1 3+ 22 41 et 441 2+t 422 +1
p= 2 +2x+2 3 +2z7 +x+1 2+ a3+ 227 +20+2 2+t + 283+ +1
p=>5 22 +3x+3 > +4x+3 2?4+ 42 25 227 325 + 22 42+ 2
p= 22+ z+3 23 +3x2+4 2 +322+4x+3 25 +aT 4+ 523 4+222 44
p=11 2 +4dx+7 > +222+6x+9 e +d4a?+ 42 2+ +923+322+52+5
p=13 | 22 +4ax+11 | 23 +72°+2x+6 2 +42+c+2 2+ a2t + 25+ 1127 +8x+6

Para terminar, veamos un ejemplo de cémo podemos utilizar los datos de la tabla
para calcular el inverso en un cuerpo finito. Consideramos un cuerpo de orden 8,
utilizando el polinomio primitivo #* + 22 4+ 1 de dicha tabla, es decir, tomemos

Z)2Z[x] /(2 + 2* + 1).

Vamos a calcular el inverso de 22 + 1. Como 2? + 1 y 2® + 22 + 1 son primos entre
si en Z/27Z|x], utilizando el algoritmo de Euclides extendido obtenemos

1= (2*+z+1)(2*+1)—a(2®+2°+ 1),

luego el inverso de 22 + 1 es 22 + = + 1.
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