6. Gaia 6

Matrize Karratu baten Balio eta
Bektore Propioak

1

Definizioa 6.0.1. Izan bedi A € M, (K) karratua. A € K f-ren balio pro-
pioa dela esaten da baldin eta existitzen bada (ay,...,a,) € K™ —{(0,...,0)}

non:
aq aq
(0% anp

Kasu honetan, (ay,...,a,) A-ri elkartutako bektore propioa dela esaten
da.

Oharra 6.0.2. Ohartu f € End(V) bada eta 5 V-ren oinarria bada orduan,
definizioaren arabera, f-ren balio propioak eta Mga(f) matrizearen balio pro-
pioak berberak dira.

Adibidea. Izan bedi A = (; 3) matrizea. Kalkula ditzagun A-ren balio

propioak. A A-ren balio propioa izateko existitu behar da (a;,as) bektore

orduan hurrengo sistema lortzen dugu:

{ ()\—1)&1—3a2:0
—20,1 + ()\ - 2)@2 =0
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2 Matrize Karratu baten Balio eta Bektore Propioak

Hau da:

("2 022 ()= (o)
—2 A=2))\az) \O
Sistema homogeneoaren soluzio ez-nulu bat behar dugu. Hau da, sistema
bateragarri indeterminatua izan behar du eta horretarako derrigorrezkoa da

det(( <)\__21) ()\__32)) = 0 izatea. Beraz, A\ x* — 3z — 4 polinomioaren erroa

izan behar du. Ondorioz A = —1 eta A = 4 dira aukerak.

Aurreko adibidea jarraituz hurrengo polinomioa definituko dugu:

Definizioa 6.0.3. Izan bedi A € M,(K) matrize karratua. Orduan A-ren
polinomio karakteristikoa x 4(x) hurrengo determinantea da:

det(X I, — A)

Teorema 6.0.4. [zan bitez A € M,(K) eta A € K. Orduan:

A A-ren balio propioa da baldin eta soilik baldin A xa(z) polinomioaren
erroa bada.

Frogapena 6.0.5. \ A-ren balio propioa da < existitzen bada (ay, ..., a,) ez

ai ay
nulua non A | =Xl : betetzen den < existitzen bada (ay, ..., a,) ez-
(i, Gy,
a1 0
nulua non (AL, —A) | + | =] : | betetzen den. Hau da, sistema bateragarri
a, 0

indeterminatua izan behar du eta horretarako nahitaezkoa da det(AI,—A) = 0.

Definizioa 6.0.6. Izan bitez A,B € M,(K). A eta B antzekoak direla
esaten da baldin eta soilik baldin existitzen bada P matrize alderanzgarria non
P~1AP = B den.

Ohartu endomorfismo batean elkartutako matrizeak Mpg( f) modukoak badira
orduan matrize mota hauek antzekoak direla.
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3

Teorema 6.0.7. Izan bitez A eta B antzekoak orduan xa(z) = xp(z).

Frogapena 6.0.8. A cta B antzekoak direnez ezistitzen da P matrize alde-
ranzgarri bat non P~*AP = B den. Bestalde, xp(z) = det(xI, — B) denez
hurrengo berdintzak ditugu:

xB(7) = det(zI, — B) = det(XP~'I,P — P"'AP) =

= det(P~(zl, — A)P) = det(P')det(x1, — A)det(P) = x ()

Aurreko definioa eta oharrak hurrengo definizioa motibatzen du.

Definizioa 6.0.9. Izan bitez f € End(V') eta 8 V-ren oinarria. f-ren poli-
nomio karakteristikoa, x;(z) moduan adieraziko duguna, Mg(f) matrizearen
polinomio karakteristikoa da. Hau da:

Xs(@) = det(xl, — Mp(f)).
Adibidea. Izan bedi f € End(R?) non:

f(@,y,2) = (x+y,y,y+ 2),¥(z,y,2) € R%.

Zein da f-ren polinomio karakteristikoa? Definizioaren arabera hurrengo
determinantea kalkulatu behar dugu:

z—1 —1 0

xr(z) = XM, (f) = det 0 z—1 0 = (z— 1)3
0 -1 x-1

Ondorioa 6.0.10. Izan bitez f € End(V) eta A € K. Orduan X\ f-ren balio
propioa da baldin eta soilik baldin X x¢(x) polinomioaren erroa bada.

Adibidea. Aurreko adibideko f endomorfismoaren balio propio bakarra 1
da. ]
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Definizioa 6.0.11. \ balio propioaren anizkoiztasuna xs(x) polinomioaren
erro moduan m(\) moduan adieraziko dugu.

Teorema 6.0.12. Izan bedi \ f-ren balio propioa. Orduan:
dimV (X)) < m(A)

Frogapena 6.0.13. Izan bedi {vy,...,vs} V(\) azpiespazioaren oinarri bat.
Luzatzen dugu V-ren oinarri bateraino: 3 = {vy, ..., Vs, Vss1, ..., Un}. Orduan
f-ri elkartutako matrizea oinarri horretan hurrengoa da:

A 0 cen 0 1,541 Ce ap

Mﬁ<f) _ 0 0 e A Assi1 Ce Qsp,
As+1,1  As41,2 o As4ls As41,5+1 ERR ¢ PN, ()

Qp,1 Ap 2 o Qp,s Qp,s+1 e Qpon

Beraz xf(x) = det(zl, — Ms(f)) = (x — N)*q(x). Orduan m(\) > s =
dimV ().
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