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2 Gaia
Laplace-ren transformatua

1. Sarrera
2. Laplaceren transformatua. Definizioa, propietateak.
3. Funtzio batzuen kalkulua

4. Laplaceren alderantzizko transformatua

5. Ekuazio diferentzialen ebazpena (LTI sistemak)
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua

ddalrera

Zertarako erabili Laplace-ren transformatua?
Koefiziente konstantedun ekuazio diferentzial linealak ebazteko

Baina, zertarako behar dugu ekuazio diferentzialak ebaztea?

Sistema fisikoek (elektrikoak, mekanikoak, elektronikoak, termikoak..) adierazi
daitezke modu sinple baten ekuazio diferentzial linealen bidez. Hau da, sistemak
euren eredu matematikoaren bitartez adieraz daitezke eta modu teoriko baten
aurreikusi zein izango den sistemen bilakaera sarrera desberdinen aurrean (sarrera

konstanteak, aldakorrak denboran eta abar ...).

Adibidefli RLC zirkuitua Kirchhoff-en legeak aplikatuz

ECP - ; C—-«;Ld;f[)l Rl(t)+ j|(t)dt—e(t) ﬂ

- 1 1 1 Ekuazio diferentzial lineala
V| Ve V¢ koefiziente konstantedunekin
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua

A’\L/‘/"\\‘f’\
‘_/& -k. A=

Laplace-ren transformatuaren abantailak:

1) Ekuazio diferentzialetan agertzen diren deribatu eta integralak
eragiketa aljebraikoetan ordezkatzen dira. Beraz, sistema fisikoak
adierazten dituzten ekuazio diferentzialak ebazteko modu erraza da,
ekuazio aljebraikoetan bihurtuta.

2) Metodo grafikoen bitartez sistemaren funtzionamendua aurreikustea
ahalbidetzen du, ekuazio diferentzialak ebatzi beharrean.

3) Sistemaren ekuazioak ebatzi eta gero irteeraren erregimen iragankorra
eta iraunkorra lortzen da.
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua

Definizioa, propietateak

Laplace-ren transformatua Laplace-ren alderantzizko transformatua

L(T (1)) L™ (F(9))

L(f (1)) = F(s) = j f(t) e Stat | = L‘l(F(s)):Zimj F(s) eStds
0

Oharra: L.T. existitzen da funtzioa
integragarria denean
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2 Gaia. Laplace ren transformatua

Definizioa, propietateak

Diferentziazioa <

PROPIETATEAK

Linealtasunal—— > f(t) =a, fi(t) +a,f,(t) = F(s) = aFy(s) +a,F,(9)

F(d(f(t))>:sF<s>—f(0)

f 0O - 29 -st(0)- O

dt?2
Integrazioa ::> F(J’ f (t)dlt) = F(S)
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua

_\ﬁ“:‘ I~ = e iarfafran ls
Definizioa, propietateak

TEOREMAK '€ 5 planoa
Azken balioaren teorema:
lim f (t) = limsF(s) e
{0 S O \ |
Poloak <0 //

Hasierako balioaren teorema:

WV

lti_rTC]) f(t) =limsF(s)

S—- 00

Denborazko translazioa:
f(t)=0 bada t<0 denean, L.T. denboran atzeratutako funtzio batentzat a>0:

L[ f (t -a)] = e >F(s)
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua
Funtzio batzuen kalkulua

Maila Funtzioa r(t)=A

r(t)]

L(r (1)) :jAe‘Stdt :g
0

A

> A= 1 bada maila unitatea deitzen da r(t)=1(t)

Malda funtzioa r(t)=At

r(t)]

A L(r (1)) = j At e Stat =|-2
0

Al A malda izanik

N

~+y

A= 1 bada malda unitarioa deitzen da
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua

Funtzio

batzuen kalkulua

Funtzio esponentziala:

Demagun ondoko funtzioa ,

L[ at

Pultsu funtzioa:

r AeTeSgt=A
0

Demagun ondoko funtzioa ,
r(t)A
A/t0

e @t =

f(t)=0,t<0
__A (& _}) A
0 —(sta)le 1) s+a

f(t):té,0<t<to ft)=0,t<0,t>t,
0

f(t)=Ae™®t=0

A {art
s+a
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua
Funtzio batzuen kalkulua

Pultsu funtzioa: ]
\ A/t0
r(t)
A/t0O :
= A A
: 7 , f(t) ==alt) -—1t -t,)
t0 t "V t, 1t
t
Laplace-re n T: -~ A

L[f(t) = L{él(t)} - L{él(t _to)} A(1‘9_%)

b b

Denborako translazioa:
L[f (t - a)] = e ®F(s)
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua

Funtzio batzuen kalkulua

Inpultsu funtzioa:

. . A i
Pultsu funtzioaren limitea f(t)_!(:mg,oq <t, f{t)=0t<Qt>t
A la-e]
L[ ()] = tim 21— )= jim o ==
to-0t,S -0  d (1. 5) S

dt,

(L"Hopital)

Inpultsoaren magnitudea bere azaleragatik neurtzen da (A/to altuera, tO
luzera)

A=1 denean inpultso unitatea edo Diracen delta deitzen da L[é(t —to)] =1
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2 Gaia. Laplace-ren
transformatua

_ AT 7160
I AL IV RJELL L W

D

Laplace transform pairs

Ji0) Fs)
1 Unit impulse &) 1
1
2 Unit step 1(¢) 3
1
3 t 52
l"—l 1
=1,2,3,... T
4 oy @ ) s
5 e~ :
s+a
-at 1
6 te (s + a)?
1
n—=1 ,—ail =1’2’3,.”
7 o e (n ) G+ar
Ve SIS S
8 oo™ GraGth)
_l_ 1 —at __ ~bt 1
9 ab[l+a—b(be ae )] s(s + a)(s + b)
B w
10 sin wt Z+ o
s
11 cos wt Tt at
w
—alt ot D ——
12 e sin w! GCraf+ o
s+a
—-at ettt
13 €™ cos wt (s + 2 +
@ 2
14 = ¢ 'sinw,V1 — % ¢ —n
Vi- 2 @ 52+ Uwys + wl
1
——e WAl o3 - —
is m 4 sin ((ll,, V1 ﬂt ¢) s
- vi-g 52 + 2fw,s + @}
¢=tan™ T
. 1—,,———1 et sin (w, V1 — 2t + ¢)
16 e | i

VI=E

¢ =tan"!
4

(2 + 2fwas + ©?)
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua

7~ - alal dsl &k i . — ~\ FTEANMETMAKFPAAT -y

- ~ e a 4 1 ~1 ~
IACLCICII dlIUCIalllLZLIZAD LialloIQllilialua

Orokorrean, Laplaceren transformatua sistemarerziektmtik lortzen da eta alderantzizkoa
taulen bitartez , beraz tauletan agertuko direzifusinpleak izan behar d

F(s)=R(s)+F,(s)+---+F(s) | R(s.F(S)....F (9 alderanantzizkoT. ezagunak dira

Orckan: [e() = (O] IR LR = 60+ 0+ + 1,0

Tauletan agertzen ez den F(s) funtzio orokor baten deskonposaketa eggpkmtE(o
horren poloak (izendatzailearen erroak) nolakoak diren jakin behenrdalak,
iIrudikariak, desberdinak eta abar.
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua

- alVaYSdal ah by 4 = ‘el /‘1:“’\ r\\/\/\’\--L‘ -~
1 S
G (S

A "l\‘"‘ - - ) 7 W M '-L -
GCEICIl AIUMCT I AQIILATILANGY LIALIDIWIE [

Q)

L

-
—
| S

1) Polo errealak eta desberdinak direnean:
F(s) ondoko moduan adierazten bada:

LBl K(sta)srz) 5+ 2,)
"= e psr ) fsrp)

p]_1 p21°°~1 pn PO|Oak

4:2--%m  zeroak

—

m<n

zeroak diren, F(s) frakzio sinpleetan deskonposatu daiteke modu honetan:

S:B(S): ¥ . H L &
ARl A Rl ey A e MRS e

s =-p, poloaren hondarra deitzen den. _ ( N ) (S)
Honela lortzen delarik: A = ST B A(S)

non kte eta

Orduan|f (t)= LYF(s)|=a;e™ ™! +aye P +..-+a,e” Pt |t =0
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua

Laplaceren alderantzizko transformatua

ADIBIDEA: f(t):L‘l[F(s)]:???? Jakinik [ (s) = (5+2)

: i (s +1)(S+3)
Frakzio sinpleetan : ()= (sil) ' (S+23)

— (s + (s+2) — =(s+ (s+2) ==
non @, = (S 1) (S+1)(S+3)|S__l =1 a,=(s+3) (s+1)(s+3) s 2

e — 11 —_ —1_ 1 __l_ —1_ }/ _ —t_l_l -3t
f(t)= LY[F(s)] =L o+1) L (S+23) —e+ e
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua

- ~ ~ ~ T s A V4 T W ~N & T A I | T
Y g KO Transto ATU 3
| L S S S8

Laplaceren alderantzizko transforn

2) Polo irudikariak direnean:
F(s) funtzioaren poloak irudikariak direnean , funtzioa deskonposatu behar da
tauletan agertzen den moduan:

e W
L[e at smcat] = st+a

(s+af+a? L[e'at cosax] = v af + o

25+12  (ela.
s +2s+5

Adibidea: At funtzioa kalkulatu  T)=L7F6I, jakinik  g(s) -

F(s)ren poloak p,,= -1+2j irudikariak

el =
J

s+1+2j)s+1-2j) (s+12+22 (s+12+22 (s+12+22 (s+12+22

():( 2s+12 _ 2s+12 _10+2(s+1) 2 o S+1

f(t)=LYF(s) = 5L_1{ ( 2 } 2L_1{ ( s+l } =5e U sin2t + 26! cos2t

s+1)% +22 /
\ S+a

L[e'a‘sincut]: w L[e'at cosat| = raf+a
16
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua
o]

ceren alderantzizko transformatua

Q)
Q)

2) Polo anizkoitzak direnean: S° +2s+3
F(s)=

(1P

s=-1 puntuan polo hirukoitza dauka eta F(s) funtzioa modu honetan

deskonposatzen da: ,
Als)_s’+2s+3_ a = a _ &

B(s) (s+1f°  (s+1) (s+2f (s+2f

Hurrengo adibidearen bitartez azalduko da:

a =1

P +25+3 a1(5+1) +az(s+1)+a3 als +(2a, +a,)s+a +a, +a, —> 2a,+a, =2
(s+1)° (s+1) (s+1) +a,+a, =3
Orduan BT

(0= el L—l{ — } ; L-l{ 54-21)3} Cetr0r %t = (s D)

—~
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua

Ekuazio diferentzialen ebazpena

Laplaceren transformatuaren metodoaren bidez ekuazio diferentzial

lineal eta konstanteen emaitza orokorra lortu daiteke

Urratsak:
1- Ekuazio diferentzialaren bere L.T. kalkulatzen da

2- Lortutako ekuazio aljebraikoa ebazten da.

3- Emaitzaren Laplace-ren alderantzizko transformatua kalkulatzen
da



ispleetj
Sello


2 Gaia. Laplace-ren transformatua
Ekuazio diferentzialen ebazpena

Adibidea: Ebatzi ondoko ekuazio diferentziala i—x + 3 f: +2x = 5
Hasierako baldintze % (0) =2 etax(0)=-1
d d’ d N .
L{—f(t)}:sF(s)—f(O) L~ f(t)| =sL{<-£(t) |- {(0) = F(s)- f (0)- 7 (0)
dt dt? dt
(d2x d_X
L@ + 3 S qt = L(5)

52 X(s) - sx(0) - X (0) +3(X() —x(0)) + 2X(s) = S

-52-545 -52-545 5 5 3

X(s)

T s(s243s+2) s(s+l)(s+2) T 2s Ts+l T 2(s+2)
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2 Gaia. Laplace-ren transformatua
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