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1. Sarrera1. Sarrera

2. Laplaceren transformatua. Definizioa, propietateak.

3. Funtzio batzuen kalkulua 

4. Laplaceren alderantzizko transformatua

5. Ekuazio diferentzialen ebazpena (LTI sistemak)
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5. Ekuazio diferentzialen ebazpena (LTI sistemak)
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Zertarako erabili Laplace-ren transformatua?
Koefiziente konstantedun ekuazio diferentzialekuazio diferentzialekuazio diferentzialekuazio diferentzial linealak ebazteko

Baina, zertarako behar dugu ekuazio diferentzialak ebaztea?Baina, zertarako behar dugu ekuazio diferentzialak ebaztea?
SistemaSistemaSistemaSistema fisikoekfisikoekfisikoekfisikoek (elektrikoak, mekanikoak, elektronikoak, termikoak..) adierazi
daitezke modu sinple baten ekuazio diferentzial linealen bidez. Hau da, sistemak
euren eredueredueredueredu matematikoarenmatematikoarenmatematikoarenmatematikoaren bitartez adieraz daitezke eta modu teoriko baten
aurreikusi zein izango den sistemen bilakaera sarrera desberdinen aurrean (sarrera
konstanteak, aldakorrak denboran eta abar …).

Adibidea: RLC RLC RLC RLC zirkuituazirkuituazirkuituazirkuitua Kirchhoff-en legeak aplikatuz

∑ = 0V

3

ERREGULAZIO ERREGULAZIO ERREGULAZIO ERREGULAZIO 
AUTOMATIKOA AUTOMATIKOA AUTOMATIKOA AUTOMATIKOA 
Jon Legarreta Jon Legarreta Jon Legarreta Jon Legarreta 

(UPV/EHU)(UPV/EHU)(UPV/EHU)(UPV/EHU)

Ekuazio diferentzial lineala 
koefiziente konstantedunekin
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Laplace-ren transformatuaren abantailak: Laplace-ren transformatuaren abantailak: 

1) Ekuazio diferentzialetan agertzen diren deribatu eta integralak 
eragiketa aljebraikoetan ordezkatzen dira. Beraz, sistema fisikoak 
adierazten dituzten ekuazio diferentzialak ebazteko modu erraza da, 
ekuazio aljebraikoetan bihurtuta.

2) Metodo grafikoen bitartez sistemaren funtzionamendua aurreikustea 
ahalbidetzen du, ekuazio diferentzialak ebatzi beharrean.
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ahalbidetzen du, ekuazio diferentzialak ebatzi beharrean.

3) Sistemaren ekuazioak ebatzi eta gero irteeraren erregimen iragankorra 
eta iraunkorra lortzen da. 
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Laplace-ren transformatua Laplace-ren alderantzizko transformatua
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Oharra: L.T. existitzen da funtzioa 
integragarria denean
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PROPIETATEAK
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TEOREMAK
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Denborazko translazioa: Denborazko translazioa: Denborazko translazioa: Denborazko translazioa: 

f(t)=0 bada t<0 denean, L.T. denboran atzeratutako funtzio batentzat a≥0: 

( )[ ] ( )sFeatfL as−=−
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MailaMailaMailaMaila FuntzioaFuntzioaFuntzioaFuntzioa r(t)=A

A
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A= 1 bada maldamaldamaldamalda unitarioaunitarioaunitarioaunitarioa deitzen da
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Funtzio esponentzialaFuntzio esponentzialaFuntzio esponentzialaFuntzio esponentziala::::

Demagun ondoko funtzioa ,                                                      ( ) 0≥= − tAetf at ( ) 0,0 <= ttfDemagun ondoko funtzioa ,                                                      ( ) 0≥= − tAetf at ( ) 0,0 <= ttf
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Pultsu funtzioaPultsu funtzioaPultsu funtzioaPultsu funtzioa::::

Demagun ondoko funtzioa ,                                                      
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Pultsu funtzioa: r(t)
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Inpultsu funtzioaInpultsu funtzioaInpultsu funtzioaInpultsu funtzioa:

Pultsu funtzioaren limitea

0
00 tt →

( )[ ] ( )
( )[ ]

( )
A

s

As

st
dt

d

eA
dt

d

e
st

A
tfL

st

t

st

t
==

−
=−=

−

→

−

→
0

0

0

0
0

0

0

0

0

0

1

lim1lim

(L´Hôpital)

Inpultsoaren magnitudea bere azaleragatik neurtzen da (A/to altuera, t0 
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Inpultsoaren magnitudea bere azaleragatik neurtzen da (A/to altuera, t0 
luzera)

A=1 denean inpultso unitatea edo Diracen delta deitzen da ( )[ ] 10 =− ttL δ
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Orokorrean, Laplaceren transformatua sistemaren ekuazioetatik lortzen da eta alderantzizkoa 
taulen bitartez , beraz tauletan agertuko diren funtzio sinpleak izan behar dira.taulen bitartez , beraz tauletan agertuko diren funtzio sinpleak izan behar dira.

| alderanantzizkoT.   ezagunak dira

Orduan:

Tauletan agertzen ez den F(s) funtzio orokor baten deskonposaketa egiteko  F(s) funtzio 
horren poloak (izendatzailearen erroak)  nolakoak diren jakin behar da: errealak, 
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irudikariak, desberdinak eta abar. 
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ppp ,,, K

1) Polo errealak eta desberdinak direnean1) Polo errealak eta desberdinak direnean1) Polo errealak eta desberdinak direnean1) Polo errealak eta desberdinak direnean:

F(s) ondoko moduan adierazten bada:
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2) Polo irudikariak direnean2) Polo irudikariak direnean2) Polo irudikariak direnean2) Polo irudikariak direnean:

F(s) funtzioaren poloak irudikariak direnean , funtzioa deskonposatu behar da 
tauletan agertzen den moduan:tauletan agertzen den moduan:

Adibidea: f(t) funtzioa kalkulatu                      ,   jakinik    dela.

F(s)ren poloak  p1,2=  -1+2j irudikariak
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2) Polo anizkoitzak direnean:2) Polo anizkoitzak direnean:2) Polo anizkoitzak direnean:2) Polo anizkoitzak direnean:
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Laplaceren transformatuaren metodoaren bidez ekuazio diferentzial 

lineal eta konstanteen emaitza orokorra lortu daitekelineal eta konstanteen emaitza orokorra lortu daiteke

Urratsak:

1- Ekuazio diferentzialaren bere L.T. kalkulatzen da

2- Lortutako ekuazio aljebraikoa ebazten da.

3- Emaitzaren Laplace-ren alderantzizko transformatua kalkulatzen 
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da 
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Adibidea: Ebatzi ondoko ekuazio diferentziala

Hasierako baldintzak etaHasierako baldintzak eta
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