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Hallar la intersección entre el plano  que  contiene a los puntos (4,0,3), (1,0,0) y (1,1,0) y 
el plano  que contiene a los puntos (2,0,2), (6,0,0) y (6,3,0). 
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Ejercicio 3 

Hallar la intersección entre el plano ߚ que contiene a los puntos A=(6,3,1), B=(1,1,2) y 

C=(3,y,4) y es perpendicular al plano XOY y el plano ߙ que contiene al punto P(1,1,2) y es 

paralelo al plano XOZ. 

 

Solución 

‐ Cálculo del plano ߚ: 

ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ ሺെ5,െ2,1ሻ,			ܥܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺെ3, ݕ െ 3,3ሻ. Con estos dos vectores se halla su vector normal: 

ሬ݊Ԧ ൌ ቮ
			ଓԦ 	ଔԦ ሬ݇Ԧ
െ5 െ2 1
െ3 ݕ െ 3 3

ቮ ൌ ሺെ3 െ ଓԦ	ሻݕ 12	ଔԦ ሺ9 െ ሬ݇Ԧ	ሻݕ5 ൌ ሺെ3 െ ,ݕ 12,9 െ  ሻݕ5

Como el plano ߚ es perpendicular al plano ܱܻܺ, cuyo vector normal es (0,0,1ሻ, se tiene que  

ሺെ3 െ ,ݕ 12,9 െ ሻݕ5 ∙ ሺ0,0,1ሻ ൌ 0 ⇒ 9 െ ݕ5 ൌ 0 ⇒ ݕ ൌ
9
5
⇒ ܥ ൌ ሺ3,9/5,4ሻ	;	 ሬ݊Ԧ ൌ ሺെ24/5,12,0ሻ 

Con un punto del plano, por ejemplo el punto ܣ, y el vector normal se obtiene la ecuación de ߚ  

	:ߚ െ
24
5
	ሺݔ െ 6ሻ  12ሺݕ െ 3ሻ  0ሺݖ െ 1ሻ ൌ 0	 ⇒ 	:ߚ െ ݔ4  ݕ10 െ 6 ൌ 0 

‐ Cálculo del plano ߙ:  

Si ߙ es paralelo al plano ܱܼܺ,	 su vector normal también lo será con lo que 

:ߙ 0ሺݔ െ 1ሻ  1ሺݕ െ 1ሻ  0ሺݖ െ 2ሻ ൌ 0 ⇒ :ߙ ݕ ൌ 1 

‐ Intersección entre los planos ߙ y ߚ:  

ߙ ∩ ߚ ൌ ൜
ݕ െ 1 ൌ 0

െ4ݔ  ݕ10 െ 6 ൌ 0    donde ܯ ൌ ቀ			0 1 0
െ4 10 0

ቁ  y  ܯᇱ ൌ ቀ			0 1 0 0
െ4 10 0 6

ቁ 

Como ݃ݎሺܯሻ ൌ 2 ൌ ᇱሻܯሺ݃ݎ ൏ nº incógnitas, los planos se cortan según una recta. Resolviendo el 

sistema de ecuaciones lineales se tiene que ݔ ൌ 1; ݕ ൌ  con lo que la recta intersección de los	ݖ∀	1

planos es  

ቆ
ݔ
ݕ
ݖ
ቇ ൌ ൭

1
1
ݖ
൱ ൌ ൭

1
1
0
൱  ൭

0
0
1
൱  ݖ
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Ejercicio 4 

Definir el plano paralelo a la recta ݎ:	 ൜
ݔ  ݖ3 ൌ 11
ݕ  ݖ3 ൌ 6   y que contenga a la recta 

	:ݐ  ௫ିଶ
ଷ
ൌ 1 െ ݕ ൌ ௭

ଷ
 

Solución: 

Se obtienen las ecuaciones paramétricas de la recta ݐ: 

൞

ݔ െ 2
3

ൌ 1 െ ݕ

ݔ െ 2
3

ൌ
ݖ
3

		⇒ 		 ቄݔ െ 2 ൌ 3 െ ݕ3
ݔ െ 2 ൌ ݖ

		⇒ 		 ቄݔ  ݕ3 െ 5 ൌ 0
ݔ െ ݖ െ 2 ൌ 0

 

por lo tanto el haz de planos que contiene a la recta ݐ	es: 

ݔ  ݕ3 െ 5  ݔሺߣ െ ݖ െ 2ሻ ൌ 0	 ⇒ ሺ1  ݔሻߣ  ݕ3 െ ݖߣ െ 5 െ ߣ2 ൌ 0 

Se obtienen las ecuaciones paramétricas de la recta ݎ haciendo ݖ ൌ  :ߣ

	:ݎ ൝
ݔ ൌ 11 െ ߣ3
ݕ ൌ 6 െ ߣ3
ݖ ൌ ߣ

  con lo que el vector director de la recta ݎ es ݒԦ ൌ ሺെ3,െ3,1ሻ 

Como el plano ߨ buscado es paralelo a  la recta ݎ, su vector normal será perpendicular al vector 

director de la recta: 

ሬ݊Ԧగ ∙ Ԧݒ ൌ 0	 ⇒ 	 ሺ1  ,ߣ 3, െߣሻ ∙ ሺെ3,െ3,1ሻ ൌ 0	 ⇒ ߣ ൌ െ3 

Sustituyendo  este  valor  en  el  haz  de  planos  calculado  anteriormente  se  obtiene  el  plano 

 : buscado	ߨ

ሺ1  ሺെ3ሻሻݔ  ݕ3 െ ሺെ3ሻݖ െ 5 െ 2ሺെ3ሻ ൌ 0	 ⇒ ݔെ2:ߨ	  ݕ3  ݖ3  1 ൌ 0	 
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Trazar por P(9,7,4) una recta perpendicular a  (plano que contiene a los puntos (7,0,0) y 
(4,3,0) y es perpendicular al plano z=0). Hallar el punto de intersección entre ambos 
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Trazar por P(2,-2,4) un plano perpendicular a la recta que contiene al punto (8,5,2) y es 
perpendicular al plano XOY. Hallar el punto de intersección entre ambos. 
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Ejercicio 7 

 
Trazar por el punto P=(12,3,6) una recta perpendicular a r que pase por los puntos (6,5,4) 
y (0,8,7) y que sea paralela al plano que contiene a los puntos (11,0,0), (6,0,2) y (8,4,0). 
 
Solución: 

‐ Cálculo de la recta ݎ: 

Sean ܣ ൌ ሺ6,5,4ሻ y ܤ ൌ ሺ0,8,7ሻ, entonces ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺെ6,3,3ሻ es un vector director de  la recta. La 

ecuación de ݎ en forma continua es: 

	:ݎ
ݔ		
െ6

ൌ
ݕ െ 8
3

ൌ
ݖ െ 7
3

 

‐ Cálculo del plano ߙ: 

Sean  ܣ ൌ ሺ11,0,0ሻ, ܤ ൌ ሺ6,0,2ሻ  y  ܥ ൌ ሺ8,4,0ሻ,  entonces  ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ ሺെ5,0,2ሻ,			ܥܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺെ3,4,0ሻ.  La 

ecuación de ߙ en forma continua es: 

	:ߙ อ
ݔ െ 11 െ5 െ3
ݕ 			0 			4
ݖ 			2 			0

อ ൌ ݔ4  ݕ3  ݖ10 െ 44 ൌ 0 

‐ Cálculo de la recta pedida ݏ: 

La recta buscada tiene como vector director un vector que es perpendicular al vector director 

de la recta ݎ y al vector normal al plano ߙ: 

Ԧ௦ݒ ൌ Ԧݒ ∧ ሬ݊Ԧఈ ൌ ቮ
			ଓԦ 	ଔԦ ሬ݇Ԧ
െ2 1 1
			4 3 10

ቮ ൌ 7	ଓԦ 24	ଔԦെ 10ሬ݇Ԧ ൌ ሺ7,24,െ10ሻ 

Por tanto la recta ݏ tiene por ecuación: 

	:ݏ
ݔ െ 12
7

ൌ
ݕ െ 3
24

ൌ
ݖ െ 6
െ10
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Ejercicio 10 

 
Calcular la distancia entre los puntos A=(4,8,6) y B=(4,3,3) 
 
Solución: 

Aplicando la fórmula de la distancia entre dos puntos 

݀ሺܣ, ሻܤ ൌ ඥሺ4 െ 4ሻଶ  ሺ3 െ 8ሻଶ  ሺ3 െ 6ሻଶ ൌ √25  9 ൌ √34 
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Hallar la distancia entre los planos dados (definido por los puntos (9,0,0), (10,0,1) y 

(9,4,0)) y  (definido por los puntos (2,0,0), (7,0,5)y (2,4,0)).
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Ejercicio 14 

 

Hallar el plano mediador entre los planos (definido por los puntos (9,0,0), (10,0,1) y 

(9,4,0)) y  (definido por los puntos (2,0,0), (7,0,5)y (2,4,0)).  

 

Solución: 

‐ Cálculo del plano ߙ: 

Sean ܣ ൌ ሺ9,0,0ሻ, ܤ ൌ ሺ10,0,1ሻ y ܥ ൌ ሺ9,4,0ሻ 

ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ ሺ1,0,1ሻ,			ܥܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺ0,4,0ሻ. Con estos dos vectores se halla su vector normal: 

ሬ݊Ԧఈ ൌ ቮ
	ଓԦ 	ଔԦ ሬ݇Ԧ
9 0 0
0 4 0

ቮ ൌ െ4	ଓԦ 0	ଔԦ 4ሬ݇Ԧ ൌ ሺെ4,0,4ሻ 

El plano ߙ que pasa por el punto ܣ y cuyo vector asociado es  ሬ݊Ԧఈ es: 

െ4ሺݔ െ 9ሻ  0ሺݕ െ 0ሻ  4ሺݖ െ 0ሻ ⇒ :ߙ	 ݔ െ ݖ െ 9 ൌ 0 

‐ Cálculo del plano ߚ: 

Sean ܦ ൌ ሺ2,0,0ሻ, ܧ ൌ ሺ7,0,5ሻ y ܨ ൌ ሺ2,4,0ሻ 

ሬሬሬሬሬԦܧܦ ൌ ሺ5,0,5ሻ,			ܨܦሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺ0,4,0ሻ. Con estos dos vectores se halla su vector normal: 

ሬ݊Ԧఉ ൌ ቮ
	ଓԦ 	ଔԦ ሬ݇Ԧ
5 0 5
0 4 0

ቮ ൌ െ20	ଓԦ 0	ଔԦ 20ሬ݇Ԧ ൌ ሺെ20,0,20ሻ 

El plano ߚ que pasa por el punto ܦ y cuyo vector asociado es  ሬ݊Ԧఉ es: 

െ20ሺݔ െ 2ሻ  0ሺݕ െ 0ሻ  20ሺݖ െ 0ሻ ⇒ :ߚ	 ݔ െ ݖ െ 2 ൌ 0 

‐ Cálculo del plano mediador: 

Por el punto ܦ ൌ ሺ2,0,0ሻ  se halla una recta perpendicular a los planos ߙ y ߚ: 

	:ݎ ቆ
ݔ
ݕ
ݖ
ቇ ൌ ൭

2
0
0
൱  ߣ ൭

െ4
			0
			4

൱ ⇒ ൝
ݔ ൌ 2 െ ߣ4
ݕ ൌ 0
ݖ ൌ ߣ4

 

Se calcula la intersección de la recta ݎ y el plano ߙ: 

ሺ2 െ ሻߣ4 െ ߣ4 െ 9 ൌ 0 ⇒ ߣ ൌ െ

଼
⇒ ൝

ݔ ൌ 2  7/2
ݕ ൌ 0

ݖ ൌ െ7/2
	⇒ ܲ ൌ ݎ ∩ ߙ ൌ ቀଵଵ

ଶ
, 0, െ 

ଶ
ቁ	  

Se obtiene el punto medio del segmento ܲܦതതതത: 

ܯ ൌ
ܦ  ܲ
2

ൌ
ሺ2,0,0ሻ  ቀ112 , 0, െ72ቁ

2
ൌ ൬

15
4
, 0, െ

7
4
൰ 
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Ejercicio 14 

El  plano mediador  de   ߙ y   ߚ tendrá  por  ecuación  ݔ െ ݖ  ܭ ൌ 0.  Como  el  punto ܯ  debe 

pertenecer al plano buscado: 

15
4
െ ൬െ

7
4
൰  ܭ ൌ 0 ⇒ ܭ ൌ െ

22
4
 

El plano mediador buscado es el plano ݔ െ ݖ െ ଶଶ

ସ
ൌ 0 
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Hallar la distancia entre la recta r ((13,0,5)(17,5,2)) y la recta s ((3,2,0)(8,3,4))  
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Ejercicio 19 

 
Hallar la distancia del punto ܣ ൌ ሺ1,2,5ሻ al plano ߙ: ݔ2  ݕ2 െ ݖ െ 5 ൌ 0. 
 

Solución: 

Se comprueba que el punto ܣ no pertenece al plano: 2 ∙ 1  2 ∙ 2 െ 5 െ 5 ൌ െ4 ് 0 ⇒ ܣ ∉  ߙ

Aplicando la fórmula de la distancia de un punto a un plano: 

݀ሺܣ, ሻߙ ൌ
|2 ∙ 1  2 ∙ 2  ሺെ1ሻ ∙ 5 െ 5|

√1ଶ  2ଶ  5ଶ
ൌ
|െ4|

√30
ൌ

4

√30
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A partir de las ecuaciones de la recta 
1 1

:
2 2 2

x y z
r

 
   y del plano : 2x z   . Hallar la 

distancia de r  a  . 
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Ejercicio 21 

Hallar la distancia del punto ܲ ൌ ሺ1,3, െ1ሻ a la recta ݎ: ൜
ݔ െ ݕ ൌ 0

ݔ  ݕ െ ݖ ൌ 0. 

Solución: 

Se comprueba que el punto ܲ no pertenece a la recta: ൜
1 െ 3 ് 0

1  3 െ ሺെ1ሻ ് 0 ⇒ ܲ ∉  ݎ

A partir de las ecuaciones implícitas de la recta se obtienen sus ecuaciones paramétricas: 

൜
ݔ െ ݕ ൌ 0

ݔ  ݕ െ ݖ ൌ 0 ⇒ ൜
ݔ െ ݕ ൌ 0
ݔ  ݕ ൌ ݖ ⇒ ݔ ൌ

ݖ
2
, ݕ ൌ

ݖ
2
	 

Entonces ݎ:	 ቆ
ݔ
ݕ
ݖ
ቇ ൌ ߣ ൭

1/2
1/2
1
൱ con lo que ݒԦ ൌ ሺ1,1,2ሻ. 

 Se toma un punto cualquiera de la recta ܣ ,ݎ ൌ ሺ0,0,0ሻ, y se forma el vector ܲܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺ1,3, െ1ሻ. 

Aplicando la fórmula de distancia de un punto a una recta: 

݀ሺܲ, ሻݎ ൌ
หܲܣሬሬሬሬሬԦ ∧ Ԧหݒ
|Ԧݒ|

ൌ
ඥ7ଶ  ሺെ3ሻଶ  ሺെ2ሻଶ

√1ଶ  1ଶ  2ଶ
ൌ ඨ

62
6
ൌ ඨ

31
3
 

ya que  ܲܣሬሬሬሬሬԦ ∧ Ԧݒ ൌ ቮ
	ଓԦ 	ଔԦ 			ሬ݇Ԧ
1 3 െ1
1 1 			2

ቮ ൌ 7	ଓԦെ 3	ଔԦെ 2ሬ݇Ԧ	 
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Ejercicio 22 

Hallar la distancia entre las rectas 
3 9 8

:
3 2 2

x y z
r

  
 

 
 y 

3 2 1
:

2 1 2

x y z
s

  
 


 

Solución: 

Se toma un vector director de cada una de las rectas, ݒԦ ൌ ሺ3,െ2, െ2ሻ y ݒԦ௦ ൌ ሺെ2,1,2ሻ. Como los 

vectores no son paralelos, las rectas o bien se cortan en un punto o bien se cruzan.  

Se toma un punto de cada una de las rectas ܣ ൌ ሺെ3,9,8ሻ ∈ ܤ y ݎ ൌ ሺ6,െ7,െ7ሻ ∈  y se forma el ݏ

vector ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺ6,െ7,െ7ሻ.	 

Para estudiar la posición relativa de las rectas basta con estudiar el rango de la matriz ൫ݒԦ, ,Ԧ௦ݒ  .ሬሬሬሬሬԦ൯ܤܣ

,Ԧݒ൫݃ݎ ,Ԧ௦ݒ ሬሬሬሬሬԦ൯ܤܣ ൌ ݃ݎ ൭
			3 െ2 			6
െ2 			1 െ7
െ2 			2 െ7

൱ ൌ 3 

Como  ,Ԧݒሺ݃ݎ Ԧ௦ሻݒ ൌ 2 ് ,Ԧݒ൫݃ݎ ,Ԧ௦ݒ ሬሬሬሬሬԦ൯ܤܣ ൌ 3,  las  rectas  se  cruzan  en  el  espacio.  Para  calcular  la 
distancia entre ella aplicamos la fórmula correspondiente: 

݀ሺݎ, ሻݏ ൌ
ห൫ܤܣሬሬሬሬሬԦ, ,Ԧݒ Ԧ௦൯หݒ
Ԧݒ| ∧ |Ԧ௦ݒ

ൌ
หܤܣሬሬሬሬሬԦ ∙ ሺݒԦ ∧ Ԧ௦ሻหݒ

Ԧݒ| ∧ |Ԧ௦ݒ
ൌ
|ሺ6, െ7,െ7ሻ ∙ ሺെ2,െ2,െ1ሻ|

3
ൌ
9
3
ൌ 3 

ya que 

Ԧݒ ∧ Ԧ௦ݒ ൌ ቮ
			ଓԦ 	ଔԦ 		ሬ݇Ԧ
			3 െ2 െ2
െ2 1 			2

ቮ ൌ െ2	ଓԦെ 2	ଔԦെ ሬ݇Ԧ 	⇒ Ԧݒ| ∧ |Ԧ௦ݒ ൌ ඥሺെ2ሻଶ  ሺെ2ሻଶ  ሺെ1ሻଶ ൌ 3 
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Hallar el ángulo que forman las rectas ࢘: ൜
࢞ െ ࢟ ൌ 
࢟ ൌ ࢠ    y  la recta s que pasa por los 

puntos (4,1,1) y (1,3,3). 
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Definir el plano ߙ cuya línea de máxima inclinación es la recta  ݏ: ൜
ݔ  ݕ3 ൌ 9
ݕ3  ݖ ൌ 7 

Elisabete Alberdi Celaya, Irantzu Álvarez González, Mª Isabel Eguia Ribero, Mª José García López y Aitziber Unzueta Inchaurbe



Elisabete Alberdi Celaya, Irantzu Álvarez González, Mª Isabel Eguia Ribero, Mª José García López y Aitziber Unzueta Inchaurbe




