EJERCICIO 1

Representar las proyecciones diédricas de los puntos B, C, D, E,F Y G.
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EJERCICIO 2

Hallar la interseccion entre el plano @ que contiene a los puntos (4,0,3), (1,0,0)y (1,1,0) y
el plano g que contiene a los puntos (2,0,2), (6,0,0) y (6,3,0).

Hallar la interseccion entre el plano o y el plano 3.
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Ejercicio 3
Hallar la interseccion entre el plano g que contiene a los puntos A=(6,3,1), B=(1,1,2) y

C=(3,y,4) y es perpendicular al plano XQOY y el plano a que contiene al punto P(1,1,2) y es
paralelo al plano XOZ.

Solucion
- Calculo del plano f3:

AB = (=5,-2,1), AC = (=3,y — 3,3). Con estos dos vectores se halla su vector normal:

T 7k .
n=|[-5 -2 1|=03-y)T+127+0O-5y)k=(-3-y,12,9 - 5y)
-3 y—3 3

Como el plano S es perpendicular al plano XOY, cuyo vector normal es (0,0,1), se tiene que

9
(-3-,129-5y)-(00,1) =09 -5y =0=y=c=C=(39/54); i = (~24/5,12,0)

Con un punto del plano, por ejemplo el punto 4, y el vector normal se obtiene la ecuacién de 5

24
B: - (x—6)+12(y—3)+0(z—1)=0=>p: —4x+10y—6=0
- Calculo del plano a:
Si a es paralelo al plano X0Z, su vector normal también lo sera con lo que
a:0x—1)+1(y—-1)+0z-2)=0=>a:y=1

- Interseccion entre los planos a y 5:

( y-1=0 (0 1 0 , (0 1 0 0
aﬂﬁ—{_4x+10y_6:0 dondeM—(_4 10 o)yM‘(—4 10 0 6)

Comorg(M) =2 =rg(M") < n2incdgnitas, los planos se cortan segin una recta. Resolviendo el

sistema de ecuaciones lineales se tiene que x = 1; y = 1 Vz con lo que la recta interseccidon de los

() ()0 (e)

planos es
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Ejercicio 4
. x+3z=11

Definir el plano paralelo a la recta r: {y 13,—¢ YOue contenga a la recta
xX—2 z

bo=l-y=3

Solucidn:

Se obtienen las ecuaciones paramétricas de la recta t:

3 =1-y N {x—2=3—3y N {x+3y—5=0
x—2=2z x—z—2=0

por lo tanto el haz de planos que contiene a la recta t es:
x+3y—-54+4A(x—2z-2)=0>14+AD)x+3y—1z—-5-21=0
Se obtienen las ecuaciones paramétricas de la recta r haciendo z = A:

x=11-32
r:{y =6—31 conloque el vector director de la rectar es v, = (—3,—3,1)
z=2A

Como el plano  buscado es paralelo a la recta r, su vector normal serd perpendicular al vector
director de la recta:

Ny, % =0= 1+13-2)-(-3-31)=0=>1=-3
Sustituyendo este valor en el haz de planos calculado anteriormente se obtiene el plano

1T buscado :

1+ (=3)x+3y—(-3)z2—-5-2(-3)=0 = m:—2x+3y+3z+1=0

Elisabete Alberdi Celaya, Irantzu Alvarez Gonzalez, M? Isabel Equia Ribero, M? José Garcia Lépez y Aitziber Unzueta Inchaurbe



EJERCICIO 5

Trazar por P(9,7,4) una recta perpendicular a & (plano que contiene a los puntos (7,0,0) y
(4,3,0) y es perpendicular al plano z=0). Hallar el punto de interseccion entre ambos

Trazar por el punto P una recta p perpendicular a a. Hallar el punto | de interseccion
de ambos.
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EJERCICIO 6

Trazar por P(2,-2,4) un plano perpendicular a la recta que contiene al punto (8,5,2) y es
perpendicular al plano XOY. Hallar el punto de interseccion entre ambos.

Trazar por el punto P un plano a perpendicular a r. Hallar el punto | de interseccion
de ambos.
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El plano es paralelo al PH
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Ejercicio 7

Trazar por el punto P=(12,3,6) una recta perpendicular a r que pase por los puntos (6,5,4)
y (0,8,7) y que sea paralela al plano « que contiene a los puntos (11,0,0), (6,0,2) y (8,4,0).
Solucidn:

- Calculodelarectar:

Sean A = (6,5,4) y B = (0,8,7), entonces AB = (—6,3,3) es un vector director de la recta. La

ecuacion de r en forma continua es:

- Calculo del plano a:

Sean A = (11,0,0),B = (6,0,2) y C = (8,4,0), entonces AB = (—5,0,2), AC = (—3,4,0). La

ecuacion de a en forma continua es:
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x—11 -5 -3
N a | y 0 4|=4x+3y+10z—-44=0
z 2 0

Célculo de la recta pedida s:

La recta buscada tiene como vector director un vector que es perpendicular al vector director

de la recta r y al vector normal al plano a:

QLW B

-

Bo= B ATig = |- =77+ 24]— 10k = (7,24,—10)

BN o~
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Por tanto la recta s tiene por ecuacion:

x=12 y-3 z-6
ST T T T 10
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Ejercicio 10

Calcular la distancia entre los puntos A=(4,8,6) y B=(4,3,3)

Solucion:

Aplicando la formula de la distancia entre dos puntos

d(A,B) =/ (4—4)2+(B3-8)2+(3-6)2=V25+9 =34
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EJERCICIO 13

Hallar la distancia entre los planos dados « (definido por los puntos (9,0,0), (10,0,1) y
(9,4,0)) y £ (definido por los puntos (2,0,0), (7,0,5)y (2,4,0)).

Hallar la distancia entre los planos oy [3.
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Ejercicio 14

Hallar el plano mediador entre los planos « (definido por los puntos (9,0,0), (10,0,1) y
(9,4,0)) y f (definido por los puntos (2,0,0), (7,0,5)y (2,4,0)).

Solucidn:

- Calculo del plano a:

Sean A = (9,0,0), B = (10,0,1) y C = (9,4,0)

AB = (1,0,1), AC = (0,4,0). Con estos dos vectores se halla su vector normal:

~J

= 474 0]+ 4k = (—4,0,4)
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El plano a que pasa por el punto A y cuyo vector asociado es 71, es:
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—4(x—-9)+0y—-0)+4(z—0) = a:x—2z—-9=0

Calculo del plano f3:
Sean D = (2,0,0), E = (7,0,5)yF = (2,4,0)

DE = (5,0,5), DF = (0,4,0). Con estos dos vectores se halla su vector normal:
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= —207+ 07+ 20k = (—20,0,20)
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El plano 5 que pasa por el punto D y cuyo vector asociado es ﬁ’ﬁ es:

—20x—2)+0(y—0)+20z—0)= B:x—z—2=0

- Cdlculo del plano mediador:

Por el punto D = (2,0,0) se halla una recta perpendicular a los planos a y f3:

X 2 —4 x=2—41
r:<y>=<0>+/1( 0)=>{ y=20
z 0 4 z =42

Se calcula la interseccién de la recta r y el plano a:

x=2+7/2
(2—4/1)—4,1—9=0=>/1=—Z=>{ y=0 =sP=rna=(3,0-1)
8 2 2
z=-=7/2
Se obtiene el punto medio del segmento DP:
11 7
yoDHP_ (2,0,0) + (7,0.—7) _ (15 7)
2 2 \4’7 4
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Ejercicio 14
El plano mediador de a y [ tendrd por ecuacion x —z+ K = 0. Como el punto M debe

pertenecer al plano buscado:

) 22
El plano mediador buscado es el planox — z — Vi 0
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EJERCICIO 18

Hallar la distancia entre la recta r ((13,0,5)(17,5,2)) y la recta s ((3,2,0)(8,3,4))

Hallar la distancia entre la recta r y la recta s.
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Ejercicio 19

Hallar la distancia del punto 4 = (1,2,5) al plano a: 2x + 2y —z—5 = 0.

Solucidn:

Se comprueba que el punto A no pertenecealplano:2-1+2-2—-5—-5=—4*0=>A¢a
Aplicando la férmula de la distancia de un punto a un plano:
2:14+2-24+(-1)-5-5|] |-4| 4

VIZ+22+52 V30 V30

d(4,a) =
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EJERCICIO 20

A partir de las ecuaciones de la recta r: x2—1 :%: Z;1 y del plano « :x-z =2. Hallar la

distanciade r a «.

Hallar la distancia entre el plano o (proyectante vertical) y la recta r.
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Ejercicio 21

x—y=0

Hallar la distancia del punto P = (1,3,—1) a la recta r: {x ty—z=0

Solucidn:

1-3+0
Se comprueba que el punto P no pertenece a la recta: {1 +3-(=1)#0 >P¢r

A partir de las ecuaciones implicitas de la recta se obtienen sus ecuaciones paramétricas:
x—y=0 x—y=0 _z _z
{x+y—z=0:>{x+y=z:>x_2'y_2
X 1/2
Entonces r: (y) =1 (1/2) con lo que 7, = (1,1,2).
Z 1

Se toma un punto cualquiera de larectar, A = (0,0,0), y se forma el vector AP = (1,3,-1).

Aplicando la férmula de distancia de un punto a una recta:

a(p )_|ﬁ/\6r| V72 + (=32 + (=2)% _
SRR ViZ + 12 + 22

— ]k .
vaque APAV, =1 3 —1|=77-3]—-2k
1 1 2
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Ejercicio 22

Xx+3 y-9 z-8 y
-2 2 -2 1 2

Hallar la distancia entre las rectas r:

Solucion:

Se toma un vector director de cada una de las rectas, 7. = (3,—2,—2) y s = (—2,1,2). Como los
vectores no son paralelos, las rectas o bien se cortan en un punto o bien se cruzan.

Se toma un punto de cada una de las rectas A = (—3,9,8) e ryB = (6,—7,—7) € sy se forma el
vector AB = (6,-7,-7).

Para estudiar la posicion relativa de las rectas basta con estudiar el rango de la matriz (13}, ﬁs,ﬁ).
. 3 =2 6
rg(¥.,%,4B) =rg(-2 1 -7]=3
-2 2 =7

Como rg(¥,, %) = 2 # rg(v,, ¥, AB) = 3, las rectas se cruzan en el espacio. Para calcular la
distancia entre ella aplicamos la férmula correspondiente:

|(E; ﬁr; 1_7)s)| _ |A_B) ) (ﬁr Aﬁs)' _ |(61_7; _7) ) (_2'_21_1)| _ 9

d ] = - - - - =5 = 3
(r,s) |U, A U] |U, A U] 3 3
ya que
T 7k .
1_7)1”/\_)52 3 -2 =2 :—2?—2]_)—]( :Iﬁr/\ﬁsl:\/(_2)2+(_2)2+(_1)2:3
-2 1 2
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EJERCICIO 23

. x—3y=1
Hallar el angulo que forman las rectas r:{ 2y =z y la recta s que pasa por los
puntos (4,1,1) y (1,3,3).

Hallar el angulo que forman las rectas ry s.

OO

BY NC SA

QCW B

Elisabete Alberdi Celaya, Irantzu Alvarez Gonzalez, M? Isabel Equia Ribero, M? José Garcia Lépez y Aitziber Unzueta Inchaurbe




EJERCICIO 27

x+3y=9

Definir el plano a cuya linea de maxima inclinacion es la recta s: {Sy t =7

Trazar a si Imi es su linea de maxima inclinacion.
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EJERCICIO 30

Sean los puntos P(11,-3,3) y Q(--,-3,-3), definir los vértices de un cuadrado ABCD sabiendo que
- los vértices del cuadrado equidistan de los puntos Py Q
- La distancia entre los puntos Py Q es 10
- El punto A esta contenido en el plano y=0
- La tercera componente (cota) de A es 4

Dibujar el cuadrado de vértices ABCD que equidistan de los puntos P y Q.
Datos:

1. El punto Q tiene cota (-3) y es del primer bisector
2. Ladistancia PQes de 10 RY
3. Aesunpunto del PV y tiene de cota 4
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