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ABD y BDC son dos planos que forman parte de un tejado. Trazar una horizontal del plano ABD de cota 3

Dibujar la trayectoria de una gota de agua que parte de un punto medio de la recta BC
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La recta "t" es la trayectoria de la gota de agua
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AB es la recta intersección de dos placas de hormigón simétricas. Dibujar  los planos y sus intersecciones

con un plano vertical que contenga a la recta “p” y el plano horizontal

Datos:   Pendiente de los planos = 45º
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Trazar un plano que equidiste del punto A y de la recta s y sea paralelo a la recta r.

EJERCICIO 3
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Sean los puntos ܣሺ13,3,2ሻ, ܤሺ8,1,5ሻ, ܥሺ4,1,1ሻ y ܦሺ9,5,0ሻ de forma que ܥܤܣ y ܥܦܤ 
son dos planos que forman parte de un tejado. 

‐ Definir la recta del plano ܦܤܣ, paralela al ܱܻܺ cuyos puntos tienen de cota 3 
‐ Definir la trayectoria de una gota de agua que parte del punto medio de la recta ܥܤ 

En primer lugar se obtiene la ecuación implícita del plano ܦܤܣ, utilizando para ello el 

punto   ሺ13,3,2ሻܣ   y  el  vector  asociado  ሬ݊Ԧ஺஻஼.  Dicho  vector  se  obtiene  al  calcular  el 

producto vectorial de los vectores ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺെ5,െ2,3ሻ y ܦܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺെ4,2, െ2ሻ. 

ቮ
ଓԦ ଔԦ ሬ݇Ԧ
െ5 െ2 3
െ4 2 െ2

ቮ ൌ െ2ଓԦെ 22ଔԦെ 18ሬ݇Ԧ ⇒ ሬ݊Ԧ஺஻஼ ൌ ሺ1,11,9ሻ

Por lo que la ecuación implícita del plano ܦܤܣ es: 

ሺݔ െ 13ሻ ൅ 11ሺݕ െ 3ሻ ൅ 9ሺݖ െ 2ሻ ൌ 0 ⇒ 

:ܦܤܣ ݔ ൅ ݕ11 ൅ ݖ9 െ 64 ൌ 0 

Para  definir  la  recta  contenida  en  el  plano   ܦܤܣ es  necesario  conocer  un  punto 

ܲ ൌ ሺݔ, ,ݕ 3ሻ  y el vector director ݒԦ௥ ൌ ሺܽ, ܾ, ܿሻ de la misma.  

Como  la  recta   ݎ está  contenida  en  el  plano  el  vector  director  de  la misma,   Ԧ௥ݒ es 

ortogonal al vector  ሬ݊Ԧ஺஻஼, además como la recta es paralela al plano ܱܻܺ, el vector ݒԦ௥ 

también es ortogonal al vector ሺ0,0,1ሻ. Por tanto: 

൜
Ԧ௥ݒ ٣ ሬ݊Ԧ஺஻஼ ⇒ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൉ ሺ1,11,9ሻ ൌ 0
Ԧ௥ݒ ٣ ሺ0,0,1ሻ ⇒ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൉ ሺ0,0,1ሻ ൌ 0

⇒ ቄܽ ൌ െ11ܾ
ܿ ൌ 0

⇒ Ԧ௥ݒ ൌ ሺെ11ܾ, ܾ, 0ሻ

Por ejemplo, considérese el vector director ݒԦ௥ ൌ ሺെ11,1,0ሻ. Sólo  falta determinar el 

punto ܲ ൌ ሺݔ, ,ݕ 3ሻ , para ello basta tener en cuenta que el punto está en  la recta,  la 

que a su vez está contenida en el plano, por lo que el punto está en el plano ܦܤܣ. Por 

esta razón, las coordenadas ݔ e ݕ del punto deben satisfacer la ecuación: 

ݔ ൅ ݕ11 ൌ 64 െ 27 ⇒ ݔ ൅ ݕ11 ൌ 37 

Por ejemplo,  ݔ ൌ 4 e ݕ ൌ 3, siendo el punto en este caso ܲ ൌ ሺ4,3,3ሻ. 

La  resta  que  buscada  tiene  el  vector  director  Ԧ௥ݒ ൌ ሺെ11,1,0ሻ  y  contiene  al  punto 

ܲ ൌ ሺ4,3,3ሻ. 

EJERCICIO 1
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Las ecuaciones paramétricas son: 

൝
ݔ ൌ 44 െ ݐ11
ݕ ൌ 3 ൅ ݐ
ݖ ൌ 3

Siendo sus ecuaciones implícitas: 

ቄݔ ൅ ݕ11 െ 37 ൌ 0
ݖ ൌ 3

‐ Definir la trayectoria de una gota de agua que parte del punto medio de la recta ܥܤ 

Se obtiene el punto medio de la recta ܥܤ para calcular el punto desde el que parte la 

gota de agua: 

ܯ ൌ
ܤ ൅ ܥ
2

ൌ ሺ6,1,3ሻ 

La trayectoria de la gota será la recta de máxima pendiente.  Los pasos a realizar para 

determinar la recta de máxima pendiente son: 

‐ Se considera el plano que contiene la recta ܥܤ, es decir, el plano ܥܦܤ y se calcula la 

recta ݎ, la intersección entre este plano y el ܱܻܺ: 

Para calcular el plano se utilizan  los vectores ܦܤሬሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺ1,4, െ5ሻ y  ሬሬሬሬሬԦܥܤ  ൌ ሺെ4,0, െ4ሻ y 

punto ܤሺ8,1,5ሻ de forma que la ecuación implícita del plano es: 

อ
ݔ െ 8 1 െ4
ݕ െ 1 4 0
ݖ െ 5 െ5 െ4

อ ൌ 0 ⇒ 				:ܥܦܤ െ ݔ2 ൅ ݕ3 ൅ ݖ2 ൅ 3 ൌ 0 

La  recta   es ݎ  la  intersección entre el plano anterior y el plano horizontal ܱܻܺ, es 

decir, sus ecuaciones implícitas son: 

	:ݎ ቄ2ݔ ൅ ݕ3 ൅ ݖ2 ൅ 3 ൌ 0
ݖ ൌ 0

‐ Calcular el plano ߨ, plano perpendicular a la recta ݎ que contiene al punto ܯ: 

Como el plano es perpendicular a  la recta, el vector director de  la recta ݒԦ௥ y vector 

normal al plano  ሬ݊Ԧగ son paralelos, por lo que puede considerarse que coinciden y son 

iguales a: 

EJERCICIO 1
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ቮ
		ଓԦ ଔԦ ሬ݇Ԧ
െ2 3 2
		0 0 1

ቮ ൌ 3ଓԦ൅ 2ଔԦ ⇒ ሬ݊Ԧగ ൌ Ԧ௥ݒ ൌ ሺ3,2,0ሻ 

Por lo que el plano ߨ es: 

:ߨ ݔ3 ൅ ݕ2 െ 20 ൌ 0 

‐ Se calcula la recta de máxima pendiente: 

La recta de máxima pendiente es la intersección entre el plano ߨ y el plano ܥܦܤ, es 

decir, la recta buscada es: 

൜
ݔ3 ൅ ݕ2 െ 20 ൌ 0

െ2ݔ ൅ ݕ3 ൅ ݖ2 ൅ 3 ൌ 0 

EJERCICIO 1
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Los puntos A(9,5,0) y B(6,3,3) pertenecen a la recta intersección de dos placas de 
hormigón simétricas.  

‐ Definir los planos anteriores sabiendo que su pendiente es 45º 
‐ Hallar las intersecciones a esos planos con un plano vertical que contenga a las 

recta que pasa por los puntos (6,3,z) y (4,5,z) y al plano horizontal 

Solución 

Se empieza calculando la recta ݎ que contiene a los puntos ܣሺ9,5,0ሻ y ܤሺ6,3,3ሻ. El vector director 

de esta recta es: ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ܤ െ ܣ ൌ ሺ6,3,3ሻ െ ሺ9,5,0ሻ ൌ ሺെ3,െ2,3ሻ. Y la recta ݎ viene dada por: 

:ݎ
ݔ െ 9
െ3

ൌ
ݕ െ 5
െ2

ൌ
ݖ െ 0
3

Se calculan dos planos que contienen a la recta ݎ: 

:ݎ ൞

ݔ െ 9
െ3

ൌ
ݕ െ 5
െ2

ݔ െ 9
െ3

ൌ
ݖ
3

⇒ ቄ2ݔ െ ݕ3 െ 33 ൌ 0
ݔ ൅ ݖ െ 9 ൌ 0

El haz de planos que contiene a la recta ݎ tiene la siguiente ecaución: 

ሺ2ݔ െ ݕ3 െ 33ሻ ൅ ݔሺߣ ൅ ݖ െ 9ሻ ൌ 0, ߣ ∈ Թ ⇒ 

:ߨ ሺ2 ൅ ݔሻߣ ൅ ݕ3 െ ݖߣ െ 33 െ ߣ9 ൌ 0, ߣ ∈ Թ	

El vector normal de los planos del haz es  ሬ݊Ԧగ ൌ ሺ2 ൅ ,ߣ 3, െߣሻ. Y este es el vector normal de los 

planos ߙ y ߚ que se están buscando. Por otra parte, se sabe que estos dos planos forman un 

ángulo de 45° con la horizontal, es decir, con el plano ݖ ൌ 0. El vector director de este plano es 
ሬ݊Ԧை௑௒ ൌ ሺ0,0,1ሻ. Aplicando la fórmula que proporciona el ángulo formado por dos planos se tiene: 

ߠ ൌ ݏ݋ܿܿݎܽ ቆ
|ሬ݊Ԧை௑௒ ൉ ሬ݊Ԧగ|
| ሬ݊Ԧை௑௒|| ሬ݊Ԧగ|

ቇ ⇒ ߠݏ݋ܿ ൌ
|ሬ݊Ԧை௑௒ ൉ ሬ݊Ԧగ|
| ሬ݊Ԧை௑௒|| ሬ݊Ԧగ|

⇒ °45ݏ݋ܿ ൌ
|െߣ|

ඥሺ2 ൅ ሻଶߣ ൅ ଶߣ ൅ 3ଶ

1

√2
ൌ

ߣ

ඥሺ2 ൅ ሻଶߣ ൅ ଶߣ ൅ 3ଶ
⇒
1
2
ൌ

ଶߣ

ሺ2 ൅ ሻଶߣ ൅ ଶߣ ൅ 3ଶ
⇒ ሺ2 ൅ ሻଶߣ ൅ ଶߣ ൅ 3ଶ ൌ ଶߣ2 ⇒ ߣ ൌ െ

13
4

Uno de los planos viene dado por la siguiente ecuación: 

െ:ߙ
5
4
ݔ ൅ ݕ3 ൅

13
4
ݖ െ

15
4
ൌ 0

Teniendo en cuenta que los planos son perpendiculares, y que su vector normal es  ሬ݊Ԧగ ൌ ሺ2 ൅
,ߣ 3, െߣሻ, se puede calcular el vector normal del plano ߚ: 

ሬ݊Ԧఈ ٣ ሬ݊Ԧఉ ⇒ൌ ൬െ
5

4
, 3,

13
4
൰ ൉ ሺ2 ൅ ,ߣ 3, െߣሻ ൌ 0 ⇒

9
2
ߣ ൌ

13
2
⇒ ߣ ൌ

13
9

Por tanto, el plano ߚ viene dado por la siguiente ecuación: 

:ߚ
31
9
ݔ ൅ ݕ3 െ

13
9
ݖ െ

15
4
ൌ 0
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Finalmente, se calcula la intersección de los planos ߙ y ߚ con la recta que pasa por los puntos 
ܲሺ6,3, ܽሻ y ܳሺ4,5, ܽሻ. Se define la recta ݏ que pasa por estos dos puntos: 

ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ܳ െ ܲ ൌ ሺ4,5, ܽሻ െ ሺ6,3, ܽሻ ൌ ሺെ2,2,0ሻ. Y la recta ݎ viene dada por: 

:ݏ ൝
ݔ ൌ 4 െ ݐ2
ݕ ൌ 5 ൅ ݐ2
ݖ ൌ ܽ

 

Se calcula la intersección de la recta ݏ con el plano ߙ: 

െ
5
4
ሺ4 െ ሻݐ2 ൅ 3ሺ5 ൅ ሻݐ2 ൅

13
4
ܽ െ

15
4
ൌ 0	 ⇒ ݐ34 ൌ െ25 െ 13ܽ ⇒ ݐ ൌ

െ25 െ 13ܽ
34

Por lo que la intersección es  ଵܵ ቀ
ଽଷାଵଷ௔

ଵ଻
, ଺଴ିଵଷ௔

ଵ଻
, ܽቁ 

De similar manera, se calcula la intersección de la recta ݏ con el plano ߚ: 

31
9
ሺ4 െ ሻݐ2 ൅ 3ሺ5 ൅ ሻݐ2 െ

13
9
ܽ െ

15
4
ൌ 0	 ⇒ െ8ݐ ൌ െ

901
4

൅ 13ܽ ⇒ ݐ ൌ
901 െ 52ܽ

32

Por lo que la intersección es ܵଶ ቀ
ି଼ଷ଻ାହଶ௔

ଵ଺
, ଽ଼ଵିହଶ௔

ଵ଺
, ܽቁ  
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Sean ݏ	la  recta que pasa por  los puntos ܤ ൌ ሺ9,0,2ሻ y ܥ ൌ ሺ5,4,2ሻ		y ݎ	la  recta que pasa por  los 

puntos  ܦ ൌ ሺ13,4,5ሻ  y  ܧ ൌ ሺ17,0,1ሻ.  Hallar  la  ecuación  de  un  plano  que  equidiste  del  punto 

ܣ ൌ ሺ11,5,8ሻ y de la recta ݏ y que sea paralelo a la recta ݎ. 

Solución 

En primer lugar se calculan las ecuaciones paramétricas de las rectas ݏ y ݎ: 

ሬሬሬሬሬԦܥܤ ൌ ሺെ4,4,0ሻ ⇒ 	:ݏ ቆ
ݔ
ݕ
ݖ
ቇ ൌ ൭

9
0
2
൱ ൅ ߣ ൭

െ1
			1
			0

൱ 

ሬሬሬሬሬԦܧܦ ൌ ሺ4,െ4,െ4ሻ ⇒ 	:ݎ ቆ
ݔ
ݕ
ݖ
ቇ ൌ ൭

17
0
1
൱ ൅ ߤ ൭

				1
	െ1
	െ1

൱ 

A continuación se halla el plano ߨ que contiene al punto ܣ y es perpendicular a la recta ݏ: si ߨ	es 

perpendicular a ݏ ⇒ ݊గሬሬሬሬԦ es paralelo a ݒ௦ሬሬሬԦ ⇒ ݊గሬሬሬሬԦ ൌ ሺെ1,1,0ሻ. Por tanto la ecuación de ߨ será 

ݔെ1ሺ:ߨ െ 11ሻ ൅ 1ሺݕ െ 5ሻ ൅ 0ሺݖ െ 8ሻ ⇒ :ߨ ݔ െ ݕ െ 6 ൌ 0 

Ahora se determinan el punto intersección ܲ del plano ߨ con la recta ݏ	y el punto medio ܯ del 

segmento ܲܣ:തതതതത 

൞

ݔ െ ݕ െ 6 ൌ 0
ݔ ൌ 9 െ ߣ
ݕ ൌ ߣ
ݖ ൌ 2

⇒ ߣ ൌ
3
2
⇒ ܲ ൌ ൬

15
2
,
3
2
, 2൰ 

ܯ ൌ
ܣ ൅ ܲ
2

ൌ
ሺ11,5,8ሻ ൅ ቀ152 , 32 , 2ቁ

2
ൌ ൬

37
4
,
13
4
, 5൰ 

Una vez calculado ܯ, se obtiene el plano ߨᇱ	que contiene al punto ܯ y es perpendicular a ݏ:	sea 

గᇲሬሬሬሬሬԦݒ ൌ ሺܽ, ܾ, ܿሻ el vector normal al plano ߨᇱ. Como este plano es perpendicular a ݏ se cumple  

గᇲሬሬሬሬሬԦݒ ∙ ௦ሬሬሬԦݒ ൌ 0 ⇒ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ∙ ሺെ1,1,0ሻ ൌ 0 ⇒ െܽ ൅ ܾ ൌ 0 ⇒ ܽ ൌ ܾ		∀ܿ ⇒ గᇲሬሬሬሬሬԦݒ ൌ ሺܽ, ܽ, ܿሻ 

El plano ߨᇱ	es paralelo a ݎ ⇒ గᇲሬሬሬሬሬԦݒ ∙ ௥ሬሬሬԦݒ ൌ 0 ⇒ ሺܽ, ܽ, ܿሻ ∙ ሺ1, െ1,െ1ሻ ⇒ ܽ െ ܽ െ ܿ ൌ 0ሻ ⇒ ܿ ൌ 0 

Por tanto, el vector normal al plano ߨᇱ es ݒగᇲሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺܽ, ܽ, 0ሻ,	 por ejemplo se toma ݒగᇲሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺ1,1,0ሻ. 

Para finalizar se calcula la ecuación del plano ߨᇱ a partir de su vector normal y el punto ܯ: 

:ᇱߨ 1 ൬ݔ െ
37
4
൰ ൅ 1 ൬ݕ െ

13
4
൰ ൅ 0ሺݖ െ 5ሻ ⇒ ݔ ൅ ݕ െ

50
4
ൌ 0 
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