OCW E32

TEMA 1IV: DISTANCIA ENTRE ELEMENTOS

4.1.D — Distancia entre dos puntos

Teniendo en cuenta las relaciones métricas que se establecen entre las proyecciones
ortogonales sobre un plano de un segmento AB se puede obtener la distancia real del
mismo conocidas sus proyecciones. Para ello se construyen alguno de los triangulos
rectangulos que se forman: con la proyeccion sobre el PH, el PV o el PP.

Otro de los resultados que se obtiene con la construccion de estos triangulos es el
angulo que forma el segmento con los planos de proyeccién PH, PV y PP en cada
caso. Con d” el angulo que forman con PH. Con d” el angulo con PV y con d”” el
angulo con PP.

» Ejemplo 26 (D)

\ Calcular la distacia entre los puntos A( 4,3,3) y B(0,1,6)

Solucién: se construyen los tridngulos auxiliares con las poyecciones de las rectas.
Bastaria con la construccion de uno solo de los triangulos. En el ejmplo se han
construido los dos y se comprueba que el resultado es el mismo en ambos casos
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4.1.A — Distancia entre dos puntos

Si Ay B son dos puntos del espacio, la distancia entre ambos puntos coincide con el
maédulo del vector 4B, que es la longitud del segmento AB.

La distancia se designa por d(4, B) o bien |4B]|.

SiA=(xq,y1,2;) y B =(x3,v,,2,) son las coordenadas de los puntos A y B, entonces
las coordenadas del vector AB son

AB = (X, =X, Y, = Y12, 2,)

de donde la expresion analitica de las distancia queda como:

d(A,B) = ABl= (X, — %) + (Y, — ¥1)* +(2,~ ,)?

La distancia entre dos puntos tiene las siguientes propiedades:
d(A,B)=0«—A=B

d(A,B) = D(B,A) (Propiedad de simetria).

d(A,C) < d(A,B) +d(B,C) (Desigualdad triangular)

» Ejemplo 27 (A)

Hallar la distancia entre los puntos A(4,3,3) y B(4,3,6)

Solucion: La distancia es: d(A B) = J(4—4)2 +(3-3)°+(3-6)> =3

4.2.D — Distancia de un punto a un plano

La distancia de un punto a un plano se mide sobre la recta perpendicular por el punto
al plano. Los pasos a seguir son los siguientes:

1.- Trazar por el punto A una recta s que sea perpendicular al plano

2.- Hallar la interseccion de s y el plano (punto 1)

3.- La distancia real entre Al es la solucion.
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4.2.A = Distancia de un punto a un plano

Si un punto P pertenece a un plano «, es evidente que la distancia al mismo es nula.
Por eso suponemos que el punto P es exterior al plano. En este caso, la distancia es la

longitud del segmento PQ, donde Q es la proyeccién ortogonal de P sobre el plano « .

Expresion vectorial
Consideremos un punto P y un plano « dado por la determinacion a(A,,n, ), donde

A, es un punto cualquiera del plano « y i, es un vector director de dicho plano. Sea
Q la proyeccion del punto P sobre el plano « .

La distancia del punto P al plano « es el médulo del vector QP; es decir
d(P,a) = QP

En el triangulo rectangulo A QP se tiene: A P=A Q+QP

Multiplicando escalarmente los dos miembros de la igualdad anterior por el vector
normal n_, resulta: @-ﬁa = @-ﬁa +@-ﬁa :@-ﬁa

yaque A Q y fi, son ortogonales y por tanto su producto escalar es cero.

Si  tomamos valor absoluto en la dltima expresibn se  obtiene:
| AP, |5 QPi, [HQP, |

AP |

de donde |d(P, ) =|@I=|rﬁ—|“ (1)

Expresion analitica
Sea la ecuacion general del plano «: Ax+By+Cz+D=0

Sea A, (XY, Z,) un punto cualquiera perteneciente al plano «, n,=(AB,C) el
vector normal director del plano y P(x,Y;,z,) el punto dado. Sustituyendo estos
valores en (1) resulta:
d(P,a) :|(Xi_xo'y1_yo’zl_zo)'(A:BaC)|
|(AB,C)]
:lAX1+BY1+C21_AX0_BYO_CZo|
JA? + B2 +C2

Puesto que —Ax,—By,—Cz, =D, por ser A(X,,Y,,Z,) un punto del plano «, se tiene
| Ax, +By, +Cz, + D|

finalmente que |d(P,a) =
JAZ4+B?+C?

Si la ecuacién del plano esta dada en otra forma, se pasa a la ecuacion implicita y se
aplica la expresion anterior.

Para hallar la distancia de un punto a un plano se sustituyen las coordenadas del
punto en la ecuacion general del plano y se divide por el médulo del vector normal del
plano. Si éste resultado es negativo, se toma en valor absoluto.

» Ejemplo 28 (A)

Hallar la distancia entre el punto A(1,0,1) y el plano «:4x+y+4z=236
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|41+01+41-36| _ 28

Jeiziar 33

Solucion: d(A «a) =

4.3.D — Distancia entre dos planos paralelos

Eligiendo un punto cualquiera (A) de uno de los planos el problema se reduce al caso
precedente.

4.3.A — Distancia entre dos planos paralelos

La distancia entre dos planos « y g paralelos es igual a la distancia de un punto
cualquiera de un plano al otro plano:

d(a,p)=d(F,,p)=d(F;,a)

Para facilitar los calculos se puede elegir un punto de la forma (0,0, z), (0, y,0), (x,0,0).
Solo resta hallar en cada opcion los valores de x, y o z.

» Ejemplo 29 (A)

Hallar la distancia entre el plano «a:4x+y+4z=36 y el plano f que pasa por los
puntos (2!010)1 (1!0!1) y (11410)

Solucion: La ecuacion implicita de S es f:4x+y+4z=8. Por otra parte, es evidente
gue ambos planos son paralelos por tener los vectores directores proporcionales, en

este caso iguales.
El ejercicio se completa tomando un punto cualquiera, P(9,0,0)ea y calculando su

distancia al plano £.
d(|:)10():|9-4+O-1+0-4—8|_ 28

JZi 2 33

4.4.D — Plano mediatriz de dos planos
Es el plana paralelo a los dos que pasa por el punto medio de la distancia.
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PLANO MEDIATRIZ

- 8
1 X

4.4 A - Plano mediatriz de dos planos

Si ¢ y p son dos planos paralelos, el plano mediador de ambos planos es el lugar
geomeétrico de los puntos del espacio que equidistan de o y de £.

Dados los dos planos de ecuaciones

a:Ax+By+Cz+D, =0

B:AX+B,y+C,z+D,=0

la condicién de paralelismo hace que los vectores normales de los planos sean
proporcionales

B, C
2_5_4_5eR esdecir rg ARG =1
B G A B, C,

El calculo analitico del plano mediador de dos planos se limita a obtener la ecuacion
de un plano paralelo a los dos anteriormente definidos y que equidiste de ambos. Por

ello su ecuacion general sera de la forma y:Ax+By+Cz+M,=0

» Ejemplo 30 (A)

a:X—2y+32-14=0

Calcular el plano mediador de los planos paralelos
pi—-x+2y-32=0

a) Tomar un punto cualquiera de uno de los planos y calcular la recta perpendicular r
a los dos planos paralelos que pasa por dicho punto:
P,=(0,0,0) e B, y larecta r en forma paramétrica queda determinada por el punto y el
X =0+t
vector normal f, o bien fi,. r:qy =0-2t
z =0+3t

b) Punto de interseccion P, de larecta r y el plano «

En este caso la ecuacion de la recta esta en forma paramétrica y se sustituye
x=t,y=-2t,z=3t en la ecuaciéon del plano «:
(0+1t)—2(0—2t) +3(0+3t) —14 =0t =1
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porloque P,=(,-2,3) e

c) Punto medio P, del segmento PP, .
Pa+Pﬂ_(1’_2!3)_'_(0!010)_(3 3)

1_11_
2 2 2 2

P =

d) Se exige que el punto P, pertenezca al plano mediador y
Peyix-=2y+3z+M,=0>M, =—7

y se obtiene la ecuacion general del plano mediador o mediatriz de los planos
paralelos ¢ y f: y:x—-2y+3z-7=0

4.5.D — Distancia entre una rectay un plano paralelos

Eligiendo un punto cualquiera (A) de la recta el ejercicio queda reducido al caso de
distancia entre punto y plano.

45.A — Distancia entre una recta y un plano paralelos

Sean la recta r dada por la determinacion r(A,,u,) y el plano « dado por la
determinacion a(A,,n,).

Como r y «a son paralelos el vector director de larecta r, U, ,y el vector normal del
plano «, fi,, son perpendiculares, por lo que su producto escalar es nulo U,-n, =0

Geomeétricamente la distancia entre r y @ no es mas que seleccionar un punto
arbitrario A, de larecta r y calcular su distancia al plano « :d(r,a) =d(A, )

Nota: Si la distancia asi obtenida es nula, se deduce que la recta r esta contenida en
el plano « .

» Ejemplo 31 (A)

X=3-3t
Hallar la distancia de larecta r:<y=6-t al plano «:6x+12y+5z—-66=0 paralelo
Z=06t
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Solucion: Primero comprobamos que efectivamente que la recta ry el plano « son
paralelos, esto es:

u,n, =(-3,-16)-(6,12,5)=0.
Este caso de paralelismo entre recta y plano se reduce al caso de distancia de un

punto de la recta al plano:
_163+126+50-66| 24

d((3,6,6),a) = Joi1122+5° 205

4.6.D — Distancia entre un punto y una recta

La distancia entre un punto y una recta se mide en una recta perpendicular a ella 'y
por lo tanto en un plano perpendicular a ella. El procedimiento es el siguiente:

1.- Trazar por el punto A un plano a perpendicular a r
2.- Hallar la interseccion de r y el plano (punto I)
3.- La distancia real entre Al es la solucion.

4.6.A — Distancia entre un punto y una recta

Si un punto P pertenece a una recta, es evidente que la distancia a la misma es nula.
Por eso suponemos que el punto P es exterior a la recta. En este caso, la distancia

del punto P a la recta es la longitud del segmento PQ , donde Q es la proyeccién
ortogonal de P sobre la recta.

Expresion vectorial
Consideremos una recta r dada por la determinacién r(A,,U,), donde A es un punto

cualquiera de larecta r y U, es un vector director de dicha recta.

La distancia del punto P a la recta r es el médulo del vector QP; es decir,
d(P,r) < QP|

En el triangulo rectangulo AQP se tiene: AP =AQ+QP

Multiplicando vectorialmente los dos miembros de la igualdad anterior por el vector
direccional U, , resulta: APxU, = AQxU, +QPxU, =QPx,

ya que m y U, son paralelos y por tanto su producto vectorial es cero.

Si tomamos médulos en la Gltima expresion se obtiene: | AP x . |5 QP x . | QP |, |
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de donde d(P,r) =I®I=% 1)
ul’

La distancia del punto a la recta es igual al area del paralelogramo construido sobre
u, y AP dividido por la base ( de médulo |4, |).

Expresiéon analitica

. ., ) X—X
Si la ecuacién continuade larecta r es r: 0 — b =
a c

entonces A (X, Y, Z,) €s un punto de la misma y U, =(a,b,c) el vector direccional.
Sea P(x,V,,z) el punto exterior a la recta r. Sustituyendo estos valores en la

ecuacion (1) resulta: |d(P,r)= 109 =%, yl—l(y;,;lc—”zo)X(a,b,c)I

Si la recta viene dada de otra forma, se halla un punto de la misma y su vector
direccional y se aplica la férmula anterior.

» Ejemplo 32 (A)

Hallar la distancia del punto A(7,1,5) alarecta r :XT_l = % =—.

Solucién: Se define un punto cualquiera de la recta r, P(1,0,5), y se aplica la formula
de la distancia de un punto a una recta, donde U, =(4,2,-3), APxU, =(3,-18,-8) y

|G, =29 :

d(Ar)_|ﬁxur|_«/397
| a1 V29

4.7.D —=Distancia entre dos rectas paralelas

La distancia entre dos rectas paralelas queda reducida al caso anterior eligiendo un
punto cualquiera de una de ellas.

4.7.A =Distancia entre dos rectas paralelas

La distancia entre dos rectas paralelas es igual a la distancia de un punto cualquiera de
una a la otra recta: d(r,s)=d(P.,s)=d(P,,r)
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Hallado el punto P. o P,, el problema se reduce al calculo de la distancia de un punto a
una recta.

» Ejemplo 33 (A)

X=7+4t
Hallar la distancia entre las rectas r: = % = y s:qy=1+2t
z=5-3t

Solucién: Evidentemente ambas rectas son paralelas por tener sus vectores directores
paralelos.
Si tomamos el punto A(7,1,5) € s, observamos que estamos ante el ejercicio anterior

resuelto de ejemplo para el caso de distancia de un punto a una recta, donde se obtuvo
397

d(r,s)=d(r,A)= >9

4.8.D — Distancia entre dos rectas gue se cruzan

La distancia entre dos rectas que se cruzan se mide en una recta perependicular a
ambas. El problema se simplifica si s6lo se pretende conocer la distancia. Si la
cuestidon es que el segmento corte a las dos rectas se alarga la solucién.

El procedimiento a seguir es el siguiente:

1.- Se elige un punto A de una de las rectas y por el se traza una recta paralela a la

otra rl. Ambas rectas definen un plano &

2.- Se elige un punto cualquiera de la otra recta B y se traza una recta perpendicular
por él al plano anterior p1.

3.- Se halla la interseccién del plano y esta recta (punto C)

4.- La distancia real entre BC es la solucion.

Si se quiere que ese segmento se apoye en las rectas se continua:

5.- Por C se traza una recta r2 paralela ar

6.- Esta recta cortard a s en un punto D porgue estan en el mismo plano y no son
paralelas.

7- Por D se traza una recta paralela a p1 que cortara a r porque pertenecen al mismo
plano (recta p2)

8.- Se halla la interseccion de p2 con el plano y se obtiene |

9.- DI es la solucion
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4.8.A — Distancia entre dos rectas gue se cruzan

La distancia entre dos rectas r y s que se cruzan es la existente entre el plano
paralelo a s que pasa por r y el plano paralelo a r que pasa por s.

Expresién vectorial

Si las rectas r y s tienen por determinaciones r(A.,u,) y s(A,U,), respectivamente,
entonces la distancia de la recta r a la recta s es igual a la distancia del punto A, al
plano a(A,u,,u,): d(r,s)=d(A,a)

Puesto que la ecuacién vectorial de la distancia de un punto P a un plano « es
| AP, |

d(P,a) = T

Tomando para nuestro caso A=A, P=A 'y n,=Uxu, resulta

_ L JAA(E, xG)|
d(r,s)=d(A,a) =) = o]

recordando la definicibn del producto mixto se obtiene finalmente

d(r.s) = | GEUAA UG )y

| U, x U

Expresion analitica
Si las rectas vienen dadas en forma continua por

r:x_x1=y_y1=2_zl S:X_Xzzy_yzzz_zz

al bl Cl a2 b2 C2
Entonces los vectores que hay que utilizar en la férmula (1) son
U, =(,b,c), U, =(,b,c), AA=0%-X,Y,—¥.,2,-2)
La formula literal que se obtiene con estos valores es muy compleja, y en la practica
se emplea directamente la formula (1) con los valores numéricos del problema.
Cuando las expresiones de las rectas son distintas de la forma continua, se halla un
punto de cada recta, sus vectores direccionales respectivos y se utiliza la formula
(1).
Nota: Algunas veces es mas facil seguir y desarrollar la definicion de distancia entre
dos rectas. Basta calcular el punto A y la ecuacion del plano « que contiene a la

recta r, pasa por A(x,Y;,Z) Yy es paralelo a s. Luego se aplica la formula de la
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distancia de un punto A a un plano «. La ecuacion de dicho plano « se obtiene

X=% Y=Y I-%4
por un simple determinante: | a, b, c, [=0
a'2 b2 C2

» Ejemplo 34 (A)

X =3+5t
Hallar la distancia entre las rectas r: x-13 :%:Z—_: y S:qy=2+t
- =4t

Solucién: A continuacion aplicaremos directamente la expresion analitica de la
distancia entre dos rectas que se cruzan.
La recta r se determina por el punto B(13,0,5) y el vector U, =(4,5,-3), la recta s por el

punto A(3,2,0) y el vector U, =(514), por lo que la distancia entre las rectas sera:
_|det(AB,d,,0,)| 187

d(r,s = donde: AB=B-A=(10,-2,5

(r.s) |G, x U | V1931 ( ),
10 -2 5

det(AB,i ,0,)=|4 5 -3=187 y |U x0, |H(23,-31,-21)|=+1931
5 1 4

Perpendicular comun

Se llama perpendicular comun de dos rectas que se cruzan a la recta que corta
ortogonalmente a cada una de ellas.

La perpendicular comin p de dos rectas r y s que se cruzan queda determinada por la
interseccion de los planos a(A,G,,u, xu,) y B(A,U,U, xUj)

Por lo tanto, la expresibn analitica de la recta perpendicular comun es

{det(ﬁ,ﬁ,,ur x,) =0

donde X es un punto genérico de dicha recta perpendicular

det(A X,u,, U, xu;) =0
La distancia entre dos rectas que se cruzan es igual a la distancia entre los puntos de
interseccion de la perpendicular comun con las rectas dadas.

Otro método para calcular la perpendicular comun es el de los puntos genéricos:
Sean los puntos P. y P, los puntos interseccion de la perpendicular comun con las

rectas r y s respectivamente.
El punto P. tendr4 como coordenadas genéricas las correspondientes a las ecuaciones

paramétricas de larectar: P.(x, +at,y, +bt,z +ct)
Analogamente, las coordenadas genéricas del punto P, de la recta s:
P.(x, +a,,Y,+h,s,2,+C,S)

El vector ﬁ es ortogonal a los vectores U, y U, luego: < " °
PR, =0

Operando se obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, que son los
parametrosty s.
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Resuelto el sistema, se sustituyen los valores de t y s en las coordenadas de los puntos
P. y P,, respectivamente.
Conocidos los puntos P. y P,, se calcula la ecuacion de la perpendicular comin p cuyo

vector director es ﬁ y la distancia entre las rectas ry s, que es |?P; |.

» Ejemplo 35 (A)

Escribir la ecuacion de la perpendicular comin alasrectasrix =y=z y six=y=3z—1

Solucion: Se tiene A (0,0,0),u, =(11,1), A(-1-10),u, =(3,3,1) - U, xU, =(-2,2,0)
La perpendicular comun p esta determinada por la interseccion de los planos:

X y z
det(A X,0.,0,x0,)=0—>|1 1 1|=0¢>x+y-22=0
2 20

X+1 y+1 z
det(AX,0,,0, x0)=0—| 3 3 1|=0¢>x+y-6z+2=0
2 2 0

X+Yy-—22 =0
X+y-6z+2 =0
Si aplicamos la técnica de los puntos genéricos de ambas rectas tenemos:
P =(t,tt), b=(3s-13s-1s) PP =(3s—t—13s—t-15-t)

y como dicho vector es ortogonal a U, y U;:

PP, =(3s—t-1,3s—t-1,5-1)(111) =0

PP, =(3s—t—1,3s—t—-1,5-1)-(3,31) =0

Por tanto, la ecuacion de la perpendicular comin es p: {

{ - 1
7s-3t =2 )
Operando: >
19s-7t =6 s 1
2
. , 111 111
Los puntos correspondientes a dichos valores de ty s son P. :(E,E,Ej, P. :(E,E,Ej.

Claramente ambos puntos coinciden, luego las rectas son secantes y la distancia entre
ambas es cero.

La ecuacion (en forma continua o implicita) de la perpendicular comun pasa por
P =(1/2,1/2,1/2) y tiene como vector director el formado por U, xU, =(-2,2,0):

x—; y_; z—; X+y-1=0
T T T o p'z:%
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