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TEMA I: DEFINICION Y REPRESENTACION DE ELEMENTOS
DEL ESPACIO AFIN

1.1.D - Sistema de referencia

En el Sistema Diédrico se utilizan tres planos ortogonales (XY, XZ y ZY), denominados
PH, PV y PP) sobre los que se proyectan ortogonalmente los elementos a representar.
En general las proyecciones que mas se utilizan son las del PH y el PV dejando las de
PP para casos concretos.

Se denomina linea de tierra (LT) a la interseccion de los planos de proyeccion PHy PV
Uno de los planos se gira alrededor de la LT hasta hacerlo coincidir con el otro plano.
De esta forma se trabaja sobre un Unico plano.

1.1.A - Sistema de referencia

Sea un punto fijo 0 del espacio y una base B = {X,y,Z} de R3, el conjunto formado por
0 y por B = {X,y,Z} constituye un sistema de referencia en el espacio ya que permite
determinar la posicién de cualquier punto del espacio y se expresa por R = {0 ; %,y,Z}.

Al punto O se le llama origen. Las rectas paralelas a los vectores de la base que pasan
por O se llaman ejes de coordenadas que expresamos por 0X,0Y y OZ.

Vamos a considerar que la base a utilizar es una base ortonormal, por lo que %, y y Z
son vectores unitarios perpendiculares entre si.
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1.2.D - Punto

Un punto (A) queda definido por dos proyecciones (A’ sobre PH, y A” sobre PV). La
linea que une ambas proyecciones es, por definicion, perpendicular a la LT. Las tres
coordenadas cartesianas del punto son:

e x = distancia al plano de referencia YZ (denominado Plano de Perfil) que se
proyecta como una linea perpendicular a la LT en el espacio de trabajo (planos
XY+XZ)

e y=distanciade A’alalLT

e z=distanciade A”alalLT
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1.2.A - Coordenadas de un punto

LW

Un punto cualquiera P del espacio determina con el punto O un vector OP de

componentes (p;,p,, p3) en la base B, es decir, OP = p,% + p,j + psZ, por ello se dice
que el punto P tiene por coordenadas cartesianas en el sistema de referencia

R = {0; 5(")!5;12} a (p1!p21p3)'

0z

P(p D, Ps)

Py

oy
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1.3.D - Recta

Una recta (r) queda definida por sus dos proyecciones (r' sobre PH, y r’ sobre PV). Si
un punto A pertenece a una recta r, sus proyecciones A’ y A” perteneceran ar y r’,
respectivamente. Las proyecciones de dos puntos pertenecientes a la recta definen las

proyecciones de la recta.

z z
v V=V v
- L > 7 |
A’ H—H
<
r y ”
yX= J X=LT

Se denomina trazas de una recta a los puntos donde esta corta a los planos de
proyeccion:

e Traza horizontal (H): punto donde r corta a plano XY (punto con z = 0)

e Traza vertical (V): punto donde r corta a plano XZ (punto cony = 0)

Las rectas paralelas a los planos XY y XZ, solo tienen una traza, ya que una de sus
proyecciones sera paralela a la linea de tierra.

La siguiente figura muestra dos rectas de este tipo:
e Recta paralela a XY (recta horizontal): h
e Recta paralela a XZ (recta frontal): f
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Las rectas paralelas a los ejes coordenados se muestran en la siguiente figura.
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1.3.A - Coordenadas de un vector determinado por dos puntos

Sean dos puntos del espacio de coordenadas P = (p1,p2,p3) Y Q = (91,92, q3), segun
la siguiente figura:

0oz

P (P, P, P;)

Q (a,,9,.9;)

oy

Entonces se cumple que OP + PQ = 0Q , por tanto

_ = —

PQ =0Q — 0P = PQ =(q1,92,93) — (p1,02,03) = (91 — P1,92 — P2, q3 — P3)

1.3.A - Recta

Una recta se define mediante un punto de la misma y una direccién. Cualquier vector
que tenga la misma direccién que la recta se denomina vector director de la recta.

En el sistema de referencia R = {0 ; %,y, Z}, las ecuaciones de la recta r que pasa por
el punto P = (py,p,,p3) Y que tiene por vector director al vector v = (v, v,, v3) son:

° Ecuacion vectorial de la recta

oy

Como se observa en la figura, dado un punto cualquiera X de la recta r, los
vectores PX y ¥ son linealmente dependientes, por lo que PX = A% donde
1 € R. Ademas 0X = OP + PX.

Sisetoma OX=Xy OP=p se tiene que X =p + Av, lo que se conoce
como ecuacion vectorial de la recta.
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. Ecuaciones paramétricas de la recta

Si en la ecuacion vectorial de la recta se sustituyen los vectores por sus
coordenadas, se obtienen las ecuaciones paramétricas:

X P, Vi
r:'y|=(p,|+4/v, | donde 1 €R
X P; Vs
° Ecuaciones en forma continua de la recta

Si en las ecuaciones paramétricas se despeja el pardmetro 1 se obtiene que:

X=P . ,_Y=Py ., _Z-Ps
Vl V2 1 V3

Al igualar estas expresiones se obtienen las ecuaciones en forma continua
de la recta:

X_plzy_pz :Z_ps
Vi Vv, Vs

r.

Esta expresion tiene sentido simbdlico cuando alguno de los denominadores
vale 0, ya que los denominadores son las coordenadas del vector director de

la recta.

. Ecuaciones en forma implicita de la recta

A partir de las ecuaciones continuas se toman dos igualdades cualesquiera:

X — _
p1=y P2 :>V2(x—pl)=Vl(y—pz)
v, Va

X—P; — Z_ps
Vi V3

:>V3(X_ p1):V1(Z - ps)

formando el siguiente sistema de ecuaciones lineales

{sz_vly"‘(pzvl - plvz): 0
VaX—=V,Z +(p3V1 - p1V3): 0

Expresandolo en forma general, se obtienen las ecuaciones implicitas:

|AXx+B,y+C;z+D, =0
"|A, +B,y+C,z+D, =0

Como caso particular, se identifican las ecuaciones de algunas rectas paralelas a los

planos y a los ejes coordenados:
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Ecuaciones de las rectas paralelas a los planos coordenados

_{Ax+By+D=0
zZ = cte
Ax+Cz+D =0
y = cte

Recta paralela al plano XOY = r

Recta paralela al plano XOZ = r: {

_{By+Cz+D=0

Recta paralela al plano YOZ = r
X = cte

Ecuaciones de las rectas paralelas a los ejes coordenados

y = cte
Z = cte
X = cte
Z = cte
X = cte
y = cte

Recta paralela al eje OX = r: {
Recta paralela al eje OY = r: {

Recta paralela al eje 0Z = r: {

» Ejemplo 1 (A)

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A = (5,4,2) y B = (1,6,4).

Solucioén: El vector director de la recta sera Vv =B - A=(-4,2,2), por lo que

= Ecuacion vectorial

X 5 -4
yl=|4|+4 2
YA 2 2

» Ecuaciones paramétricas
X=5-44
y=4+24
z2=2+24

= Ecuaciones en forma continua
X-5 y-4 z7-2
-4 2 2

= Ecuaciones implicitas
Tomando dos de las igualdades de las ecuaciones en forma continua, por

ejemplo:
x-5_y-4 y-4 z2-2
2 =2 7  x+2y-13=0 - < ~z2-2=0
—4 2 Y Yoyt Y
. L X+2y=13
Por tanto las ecuaciones implicitas son Y122
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1.4.D - Plano

Un plano queda definido por:
a) tres puntos no alineados

b) una recta y un punto exterior a ella

c) dos rectas que se cortan

d) dos rectas paralelas

A

=

8

™~

r
p
S

—

En el Sistema Diédrico los planos se representan de dos formas:

a. Por sus trazas horizontal y vertical (a4, o), rectas de interseccién con los planos

de proyeccion (XY 'y XZ)

Las trazas de una recta pertenecen a las trazas del plano donde esta contenida.

b. Por tres puntos (o dos rectas que se cortan):

Una recta perteneciente a un plano corta, al menos, a dos rectas de ese plano.
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Los planos paralelos a los planos de proyeccion tienen como caracteristica que una de
las coordenadas de todos sus puntos es constante: si es paralelo al PH la cota es
constante, si es paralelo a PV el alejamiento es constante y si lo es al plano PP la
distancia al plano de perfil es constante.
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Si un plano es paralelo a un eje coordenado es perpendicular (proyectante) a un plano
coordenado. Si es el eje Z ser& proyectante horizontal, si es el eje Y sera proyectante
vertical y si es el eje X proyectante al perfil. En la siguiente figura se muestran los tres

casos posibles.
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Dentro de las infinitas rectas contenidas en un plano existen algunas que son
importantes para definir el plano en el sistema diédrico: las frontales (paralelas a PV) y
las horizontales (paralelas a PH). Estas rectas tienen una de sus proyecciones

paralelas a una de las trazas del plano (la horizontal h’ // a & la frontal f* es paralela

a (X2)
h /I XY 5
A ;
Ol ;
al
X=LT

h /I XY

(05 e B

(0.5}

» Ejemplo 2 (D)

OCW e

Trazar por el punto P una recta frontal del plano. Hallar la proyeccién que falta del
punto P.

Solucioén:
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1.5.A - Plano

Un plano en el espacio se define mediante un punto del mismo y dos direcciones.
Estas direcciones vienen dadas por dos vectores cualesquiera del plano que sean
linealmente independientes y que se denominan vectores directores del plano.

Vamos a expresar en el sistema de referencia R = {0 ; X,y,Z}, el plano = que pasa por
el punto Q =(q4,92,93) Y que tiene por vectores directores a los vectores u =
(uqg, up, u3) y w = (wy, wy, wy) de diferentes formas:

. Ecuacion vectorial del plano

Como se observa en la figura, dado un punto cualquiera X del plano «, el
vector QX es combinacion lineal de los vectores % y w, por lo que W =AU+
uw donde 4, u € R . Ademas 0X = 00 + QX.

-

Sisetoma OX =Xy OP = p se tiene que X = p + AX + uw, lo que se conoce
como ecuacion vectorial de la recta.

o

. Ecuaciones paramétricas del plano

Si en la ecuacion vectorial del plano se sustituyen los vectores por sus
coordenadas, se obtienen las ecuaciones paramétricas:

X ql ul Wl
Y |=0d, |[+A4 U, [+4 W,
VA q3 u3 W3
. Ecuacion implicita del plano

Se consideran las ecuaciones paramétricas como un sistema de ecuaciones
con dos incognitas de la forma:

X—0p =Ud+wu
y—0, =UA+Wu
2= =UgA+ Wy
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Para que el sistema sea compatible determinado es necesario que se

cumpla:
X=0, ¥Y—-Q, Z2-0 X-Qq, u W
U U, U =0 6 |y—-0q, u, Ww,|=0
W, W, W Z-Q; Uy W

Al desarrollar cualquiera de los determinantes anteriores, se obtiene la
ecuacion implicita del plano que se puede expresar como:

mAx+By+Cz+D =0

° Ecuacién de un plano que contiene a un punto

La ecuacion de un plano del que se conoce su vector asociado o normal (vector
que es perpendicular al plano), 7= (4,B,C), y un punto P = (xq, Yo, %)
perteneciente a €l, viene dada por:

A(x —x0) + By —y0) + C(z—2,) =0

Como caso particular, se identifican las ecuaciones de algunos planos respecto a los
ejes y planos de referencia:

Ecuaciones de los planos paralelos a los planos coordenados

Plano paralelo al plano XOY = z = cte
Plano paralelo al plano XOZ = y = cte
Plano paralelo al plano YOZ = x = cte

Ecuaciones de los planos paralelos a los ejes coordenados

Plano paralelo al eje OX = By+Cz+D =0
Plano paralelo al eje OY = Ax+Cz+D =0
Plano paralelo al eje OZ = Ax+By+D =10

» Ejemplo 3 (A)

Determinar la ecuacion del plano que contiene los puntos A = (5,4,2),B = (1,6,4) y
C = (4,2,5).

Solucion: Los vectores directores del plano son

G=B-A=(-4,22) y W=C—B=(3-4,)
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Ecuacién vectorial

X 5 -4 3
y(=|4|+A4 2 |+u -4
z 2 2 1

Ecuaciones paramétricas

X=5-41+3u
y=4+21-4u
21=2+2A+u

Ecuacion implicita

X-5 y-4 z-2
Se obtienen resolviendo la igualdad | -4 2 2 |=0
3 -4 1
Por tanto la ecuacion implicitaesx+y+z—-11=0

Ecuacién en forma normal

El vector normal al plano se obtiene haciendo el producto vectorial de los dos

i K
vectores directores del plano i=V aWw=|-4 2 2|=10i +10j+10k , por lo que
3 4 1

el vector asociado sera 7 = (10,10,10) o lo que es lo mismo # = (1,1,1) ya que
ambos tiene la misma direccion.

Como se conoce el punto del plano, por ejemplo A = (5,4,2), la ecuacion del
plano es:

IX(x=-5+1y—-4)+1=z-2)=>x+y+z—-11=0
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