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4. MOVIMIENTO RELATIVO

4.1. Movimiento relativo de un punto respecto a un sistema de referencia en traslacion

Se definen un sistema de referencia fijo OXYZ, un sistema mavil que se traslada O"'X"Y'Z" y un
punto P se mueve dentro del sistema movil, ver Figura 23.

y Y. B Dados:
4 AR 7p: posicion del punto P respecto del sistema
Xm fijo.
g p T5: posicion del punto A respecto gel sistema
fijo.
A S . . -
é -, rp . posicion del punto P respecto del sistema o
A w , - 7}
movil.
—? BE
Zm X @ &
O g En la Figura 23 se observa que: @
Z L
Figura 1 Tp = T4 +7p (49) o
&

N
S

El campo de velocidades se obtiene derivando la expresion (49) respecto el sistema fijo:

(50)

(d?p) — (d?A) + (dfp')
at J xyz at /xyz at Jxyz

Analizando los términos de la expresion (50):

7p Y Taestan referidos al sistema fijo y sus derivadas son:

dt
XYz

dar, . - . L . ]
(d—:> v, = velocidad de traslacion del sistema movil, es la velocidad que tendria el
XYz punto P si estuviera rigidamente unido al sistema O"X"Y"Z". Este término
representa la velocidad de arrastre del punto P.

I
N

p = Velocidad absoluta del punto P. La velocidad absoluta se define siempre
respecto al sistema fijo.
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7p esté situado en el sistema mavil en translacién y por lo tanto se cumple que:

drs’ dip’ L, = representa la velocidad relativa del punto P, respecto al
dt “\ dt = Vr sistema mavil. Es la velocidad del punto P que percibe
XYZ Xyz f . o
un observador situado en el sistema movil.

Y llevando estos resultados a la expresién (50), se obtiene que: (51)

Up = Uy + Up’

El campo de aceleraciones se obtiene derivando la expresién del campo de velocidades (51), y se
obtiene que: (52)
dp = dp + dp’

Al analizar las expresiones (51) y (52) puede concluirse que el movimiento absoluto de un punto

que se mueve dentro de un sistema de referencia que a su vez se traslada, puede estudiarse como la
superposicion de dos movimientos:

e Un movimiento de arrastre: es el movimiento que tendria el punto, si estuviese soldado al
sistema de referencia que se traslada. Como es logico, coincide con el movimiento del
sistema mavil respecto del fijo. Este término indica la velocidad y/o aceleracion que tiene
el punto por estar en un sistema en movimiento.

e Un movimiento relativo: es el movimiento que tiene el punto para un observador situado

en el sistema movil.
Up N + Up
- C_iA + C—iP/

I

Movimiento absoluto Movimiento arrastre Movimiento relativo

Q
o
[l

4.2. Movimiento relativo general de un punto respecto a un sistema de referencia en
rotacion. Aceleracion de Coriolis

En el parrafo anterior se ha estudiado el movimiento de un punto P situado en un sistema en
translacion; en este apartado se estudiara el caso general en el cual el sistema movil puede, ademas
de trasladarse, girar.

En la Figura 24, se definen un sistema de referencia fijo OXYZ, un sistema de referencia movil
O'X"Y’Z’ que se traslada con v, y d, Y gira con @ y @ y por Gltimo un punto P se mueve dentro
del sistema mavil.
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Se definen los siguientes vectores:

Yo v
T 7. posicion del punto B respecto del sistema fijo.
e 74. posicion del punto A respecto del sistema fijo.
7 . #,": posicion del punto B respecto del sistema mavil.
o

/ A o Al igual que en apartado anterior, en la Figura 24 se
la observa que:

Z — L L,

3 »X Tp =7p+7p (53)
Z /
Figura 2

El campo de velocidades se obtiene derivando la expresion (53) respecto del sistema fijo.

dre _ (a7, . dry’ (54)
dt \ dt dt
XYZ XYZ XYZ

Al igual que ocurria en el caso anterior, 7 y 7sestan referidos al sistema fijo y por lo tanto se
derivan directamente, sin embargo 75 esta referido al sistema mavil por lo que habra que aplicar la
ley de Boure para obtener su derivada.

cose

0C

dt
drp’ dr :
<_P> = (d_P> +@B AT = Up + WAT, = donde se ha tenido en cuenta que el
t ) xvz txvz p’

S d
termino (—) representa
dt X/ Y/Z/

lavelocidad relativa de P respecto al

sistema movil.
Llevando estos resultados a la expresion (54):
ﬁp:ﬁA+ﬁp,+5/\Fp, (55)
Y reordenando los términos:
1_7)p = 1_5A + 5 A Fp, + 1_7)p, (56)
~—————— ()
Varrastre Vrelativa
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La velocidad absoluta de un punto que se mueve dentro de un sistema de referencia que ademas de
trasladarse, rota, puede estudiarse como la suma de dos velocidades:

e Una velocidad de arrastre: es el movimiento que tendria el punto, si estuviese soldado al
sistema de referencia mévil. En este supuesto, el sistema y el punto se mueven
solidariamente, como si se tratase de un solido rigido con un movimiento general, definido
por las magnitudes cinematicas atribuidas en un comienzo al sistema mévil: U5, da , @ Yy
@. Recordando la conclusion obtenida del estudio del campo de velocidades de un sélido
rigido (46), el movimiento del punto P puede estudiarse como la superposicion de la
traslacion de un punto de referencia del mismo solido, en este caso punto A, origen del
sistema de referencia, y una rotacién del punto P alrededor del eje que pasa por dicho
punto de referencia.

e Una velocidad relativa: es la velocidad que tiene el punto P para un observador situado en
el sistema movil. Es evidente que este término es la derivada del vector de posicidn
definido en el sistema de referencia maévil, respecto del propio sistema movil.

El campo de aceleraciones se obtiene derivando la expresion (55) respecto del sistema fijo:

dvp dv, dvy’ dw L, ., [dry (57)
— =(—= + + (— AT + @ AN ——
dt dt dt dt dt

XYZ XYZ XYZ XYZ XYZ

Analizando cada uno de estos términos:

dv, .
<_d " =ay = aceleracion de traslacion del sistema movil.
XYZ

dt

QU
SINE
N
S
>
N
I

(dﬁP'> FBADY =dy FBAT, donde se ha tenido en cuenta que el

Xvz término (@) representa la
dt Jxyz

aceleracion relativa de P respecto al

sistema movil.
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Sustituyendo en la ecuacion (55):
dp=dp+dp +WOAVp +aAANT + WAV +BA(WAT) (58)

Y reordenando los términos:

dp=dp+aATy +OA(WAT)+ dp +20AVp (59)
— —_—
Qarrastre Arelativa Qcoriolis

La aceleracién absoluta de un punto que se mueve dentro de un sistema de referencia que ademas
de trasladarse, rota, puede estudiarse como la suma de tres aceleraciones:

e Una aceleracion de arrastre: es la aceleracion del punto considerandolo parte de un sélido
soldado al sistema de referencia mévil cuyo movimiento general esta definido por las
magnitudes cinematicas v,, d,, @ Y 4.

e Una aceleracion relativa: es la aceleracion que tiene el punto P para un observador situado
en el sistema movil.

e Una aceleracion de Coriolis: Es un término que aparece las magnitudes vectoriales
aplicando la ley de Boure.

Analizando las expresiones (56) y (59) puede obtenerse el siguiente paralelismo, similar al que se
ha obtenido para las expresiones (51) y (52):

v Va+ W AT + Up
dp = Ap+aA AT O AN (W ATR) + dp’ + |20 AVp

. 3 . g

Movimiento absoluto Movimiento de arrastre Movimiento relativo Aceleracion de Coriolis

<
o
[l

A continuacién va a utilizarse un sencillo ejemplo para ilustrar los conceptos de movimiento
absoluto, de arrastre y relativo. En la Figura 25, se presenta un mecanismo sencillo formado por
un casquillo que desliza a lo largo de la barra AB con velocidad y aceleracion ¥p/ap y dp/ag al

mismo tiempo que la barra AB giracon @ y a.

Movimiento relativo
ap/aB "

Movimiento absoluto

1
1
1

Movimiento de arrastre

Figura 3
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El movimiento de arrastre del punto P es el que tiene dicho punto debido estar definido en un
sistema que se mueve respecto del sistema de referencia fijo.

En el ejemplo, el punto P del casquillo esta obligado a moverse sobre la barra que esté girando, el
movimiento de arrastre es el que tendria el punto P si perteneciera a la barra, describiria una
trayectoria circular con centro en A.

El movimiento relativo del punto P es el que percibe un observador situado en el sistema maévil.
Es el movimiento que queda al anular el inmovilizar del sistema movil.

En el ejemplo, el sistema mévil esta definido por la barra AB y por lo tanto el movimiento relativo
es el observado desde ésta sin tener en cuenta su giro. Es el deslizamiento del casquillo respecto
de la barra 'y como es légico tendra la direccion de ésta.

Por ultimo el movimiento absoluto del punto P es el observado desde un sistema de referencia
fijo, superposicion de los dos anteriores.

En el ejemplo, para un observador situado en el suelo, el punto P describe una trayectoria curva
con radio de curvatura variable.

4.3. Movimiento relativo entre dos solidos

En los apartados anteriores se ha estudiado el movimiento de un punto situado en sistemas se
trasladan y/o rotan; el objetivo de este apartado es analizar el movimiento general de un sélido
rigido respecto de un sistema movil que puede trasladarse y/o rotar.

En este caso se definen el sistema de referencia fijo OXYZ y dos s6lidos rigidos Siy Spcon
movimientos generales independientes, ligados respectivamente a los sistemas moviles AX;Y1Z;,
que se traslada con v, y d, y gira con w; y @; Yy BX,Y2Z, que se traslada con vz y dg Y gira con
Wy Yy ay.

A continuacion se definen los campos de velocidades y aceleraciones de un punto arbitrario P que
se mueve dentro del sistema movil S,.

Figura 4
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4.3.1. Campo de velocidades relativas a S;:

Partiendo de la relacion de velocidades entre los puntos B y P del sélido S, que se mueve con
movimiento general, se obtiene:

Dp =Dy + W, ABP (60)

Por otro lado, las velocidades de los puntos P y B pueden plantearse desde el sistema S;,
descomponiéndolas en sendos términos de arrastre relativos:

— — —
1‘_5A + 51 /\AP + ﬁp/51 = 1‘_5A + 51 /\ AB + 1_7)3/51 + 52 /\ BP (61)
e — ~——— R — N

VParrastre Vprelativa Varrastre Vrelativa

Teniendo en cuenta que AP = AB + BP y sustituyéndolo en la expresion anterior (61):

D+ @y NAB + @, ABP + Bpygy = Uy + @y ANAB + By, + @&y A BP (62)
Simplificando:
@, ABP + Bpyy = Dgysy + @y A BP (63)

Y finalmente se obtiene que:
Upss1 = Vpss1 + (W, — @1) ABP (64)

Puesto que la expresion anterior define el campo de velocidades del movimiento general de
Soreferido al sistema Sy, es evidente que el término (w, — @) es la velocidad de S, respecto de
S1, es decir:

Wa = Wy — &y (65)

Y queda demostrado que la velocidad angular absoluta del sistema S, la observada desde el
sistema fijo, es la suma de la velocidad angular de arrastre la velocidad angular relativa.

Wy = w1+ Wy (66)

Por Gltimo, puede concluirse que la expresion del campo de velocidades relativas es similar al de las
velocidades absolutas, refiriendo todos los términos al sistema mévil S; en lugar de al sistema fijo.

= [ Upss1 = Upys1 + Wasg A BP] (67)

4.3.2. Campo de aceleraciones relativas a S;:

Para el estudio de las aceleraciones es necesario derivar la expresion obtenida para el campo de

velocidades respecto de S; (64). Para derivar correctamente el vector BP respecto de S; es
necesario aplicar la ley Boure, teniendo en cuenta que respecto el sistema S;, dicho vector esta
girando con wy .
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=0
—

— 1
dBP . _,I
ar + wyq A BPI

X,YyZ,

dv dv dw -
( ;/51> — ( ;/51> + ( di/l) ABP + 52/1 A
t X117, t X117, X117,

 ———

(68)

Y puede observarse que, analogamente a lo concluido para el campo de velocidades relativas, la
expresion obtenida para el campo de aceleraciones relativas es similar al de las aceleraciones
absolutas refiriendo todos los términos al sistema maévil S; en lugar de al sistema fijo:

= [aplm = /51 + @yp1 NBP + @apy N@ayy NBP ] (69)

= Puede concluirse que los campos de velocidades y aceleraciones relativas son
consecuencia del movimiento general del S, visto desde el sistema S; y por lo
tanto pueden obtenerse sumando a la traslacion del punto B, la rotacién
alrededor de un eje que pasa por dicho punto.

Vp/s1 = UB/s1 + wy/1 N BP
Ap/s1 = ap/s1 + (271 NBP + Wy AWy ABP
Movimiento relativo a S; Traslacién de B Rotacién alrededor de B

4.3.3. Caélculo de la aceleracion angular absoluta de un sélido rigido

En el apartado anterior se ha demostrado que partiendo del movimiento relativo entre dos sélidos,
puede obtenerse la siguiente relacion entre las velocidades angulares absolutas:

[52 =W, + 52/1] (70)

(d_@) _ (d_@) . <d52/1> (71)
dt XYZ dt XYZ dt XYZ

Para derivar correctamente la expresion (71), debe tenerse en cuenta que los vectores @; Yy @,
definen las velocidades angulares respecto del sistema fijo y que por lo tanto su derivada es
directa. Sin embargo, el término w,,, indica la velocidad angular relativa del S; respecto S,, esta
referida al sistema S;que rota con una velocidad angular w,; y por lo tanto debe derivarse
aplicando la ley de Boure:

Derivando esta expresion:
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dw
&2:&14_( 2/1

+w, A©
dt )X2Y2Z2 1 2/1

(72)

Sustituimos ahora el valor de @,/ obtenido en la expresién (70), se obtiene la siguiente expresion,
en la que,@,/,indica la aceleracion relativa del S; respecto del S;:

> o - — — — 73
(y =y + dyyy + 01 A (0 — @) (73)

Y operando se obtiene la expresidn que relaciona las aceleraciones absolutas de los dos sélidos. El
término @, A w, se denomina aceleracion complementaria de Resal:

[&2 = G, +dy + By A 52} (74)
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