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1. INTRODUCCION

1.1. Definicion de Cinematica

El principal objetivo de este apartado es situar la cinematica dentro del &mbito de la mecénica,
introduciendo los conceptos basicos relativos a la materia que se va a trabajar.

MECANICA

SOLIDO RIGIDO SOLIDO FLUIDOS
DEFORMABLE

<
mE—————

Figura 1

La cinematica es la parte de la mecanica que estudia el movimiento de una particula o un sélido
rigido en relacion con el tiempo, sin tener en cuenta las causas que lo producen.

Las magnitudes empleadas son: longitud (x), velocidad (v), aceleracion (a), tiempo (t).
A su vez, la cinematica puede clasificarse en:

> Cinematica de la particula

Estudia el movimiento de un punto, en el plano o en el espacio, definiendo su trayectoria,
velocidad y aceleracion.

Se puede considerar el movimiento de un S.R. como si fuera un punto cuando sus desplazamientos
son muy grandes en comparacién con sus dimensiones (movimiento de un avién) o cuando se
estudia Unicamente la trayectoria del centro de un cuerpo (trayectoria parabélica de una piedra).

> Cinematica del sélido rigido

Es la que se ocupa del movimiento de un sélido rigido, compuesto a su vez por puntos. Un solido
rigido, a diferencia de la particula, puede rotar y cada uno de sus puntos puede tener diferentes
trayectorias, velocidades o aceleraciones.

Asi, la cinematica del solido rigido nos permitira calcular tanto las velocidades y aceleraciones de
puntos pertenecientes al s6lido como las velocidades y aceleraciones angulares del propio soélido.
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1.2. Definiciones iniciales.

Vector de posicion, es el vector que une el origen del sistema de referencia, punto O, con el punto
mavil P, definiendo su posicién en el plano o en el espacio.

—

r=x-1+y-J+z-k (1)

En la Figura 2 se muestra el punto P en el instante inicial, P;, y transcurrido un intervalo de
tiempo At, P,.

(1)
As 1
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t+ At
(t+ P
1 AT
Y1 7
@)s
@PE
@B
N (®)
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N
RL

Figura 2

La expresion del vector de posicion en funcién del tiempo define la ecuacion vectorial de la
trayectoria y determina el movimiento del punto.

(6) = x(t) T+ y(t) ] +2(6) K (2)
La trayectoria es el lugar geométrico definido por las sucesivas posiciones que un punto ocupa en

el tiempo. En funcion de la trayectoria seguida por un punto se puede hacer la siguiente
clasificacion de los movimientos:

> Movimiento curvilineo: si su trayectoria es una linea curva cualquiera. Puede considerarse
como un caso general dentro del cual pueden definirse el movimiento rectilineo y el circular.

> Movimiento rectilineo: cuando su trayectoria es una recta.

> Movimiento circular: cuando su trayectoria es una circunferencia.

Ramirez Lopez-Para, P; Loizaga Garmendia, M; Lépez Soto, J UPV/EHU
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El vector desplazamiento es aquel que une las posiciones inicial y final de un punto
correspondientes a un determinado intervalo de tiempo y representa el cambio de magnitud y de
direccion del vector de posicion.

_—  —

A? = 0P, — 0P, = Ax-T+Ay-]+Az-k (3)

La distancia recorrida por un punto es el escalar que expresa el cambio de posicion del punto en
un intervalo de tiempo medido sobre la trayectoria As.

Cuando el intervalo de tiempo se reduce hasta tender a cero también se hace diferencial el vector
desplazamiento:

di=dx-T+dy-j+dz-k (4)

Asimismo, la distancia recorrida sera también un valor diferencial, ds. En este caso, la secante se
confunde con la tangente y se pueden igualar el modulo del desplazamiento y la distancia
recorrida;

|d7| =ds (5)

2. CINEMATICA DE LA PARTICULA

2.1. Velocidad de la particula

Dado un movil que se mueve desde el punto P; al punto P, (ver Figura 2), se define como
velocidad instantanea en el instante t a la derivada del vector de posicion respecto del tiempo en
ese instante.

L, dar

v = E (6)

La velocidad instantanea, v, es una magnitud vectorial puede expresarse de las siguientes formas:

e En funcién de sus componentes cartesianas:

, _drf _dx e_|_dy e_|_dz]_{>
V=% "ar VT ar ) T an (7)

e Mediante su médulo y su direccidn. Para ello se parte de la expresién de la velocidad
instantanea y se opera de la siguiente forma:

direccion modulo

podr_ drds (8
dt ds dt
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Y pueden definirse las siguientes caracteristicas de la velocidad instantanea:

) d - : : . . .
v: |- Modulo:v = d—i [m/s]; indica la distancia recorrida por unidad de tiempo.

. ., dar . AT , R ] R
. Dweccmn:a = limq_o e cuando As—0, el médulo de Ar y As son iguales y Ar se

< hace tangente a la trayectoria en el punto P;.Se define el vector unitario
ar _ . :
- = U, vector unitario tangente a la trayectoria en el punto P

- Sentido: el del movimiento.
- Aplicada en el punto P; (vector ligado)

Asi, puede escribirse la velocidad instantanea en funcién de su modulo y un vector unitario
tangente a la trayectoria que define su direccion y su sentido:
ds

ﬁZE-ﬁtZU-ﬁ (9)

2.2. Aceleracion de la particula

La aceleracién mide la variacion de la velocidad en el tiempo. La aceleracion instantanea de un
mavil en el instante t, es la derivada del vector velocidad respecto del tiempo en ese instante.

dv
dt
Al igual que ocurre con la velocidad, la aceleracion instantanea, d, es una magnitud vectorial que
puede expresarse de diferentes maneras:

a= (10)

e En funcién de sus componentes cartesianas:

L, d*F d*x 9+d2y e_|_dzz 7
C=der Taer VT A T are (11)

e En funcién de sus componentes tangente y perpendicular a la trayectoria que son las
denominadas componentes tangencial y normal de la aceleracién:

Partiendo de la expresion que define la aceleracion:

_)_dﬁ_d(v'ﬁt)_dv + dﬁt
T T T ar a4

Todos los términos de la expresién anterior son conocidos salvo la derivada del vector unitario

—

(12)

. du . - -/
respecto del tiempo, %. Para calcular dicha derivada se procede descomponiéndola en otras
tres que calcularemos posteriormente:

di, du, do ds
= A3 o (13)
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Se parte obteniendo la derivada del vector unitario respecto el angulo abrazado por la
. du . .
trayectoria, %. Para calcular esta derivada, debe observarse en la Figura 3 los vectores

unitarios en las direcciones tangentes a la trayectoria del punto P para los instantes (t) y (t+At).
Notese que se han representado también el centro de curvatura C y el radio de curvatura p
correspondientes a un intervalo de tiempo At que tiende a cero.

- Py(t)
Ugg q
: L]

did, _ . A,
E - Aé—)O_e
OF
C PDE
Figura 3 @ &

A continuacion, tal y como se detalla en la Figura 4, se traza una circunferencia de radio 1 en
la que se situaréan los extremos de todos los vectores unitarios.

WA

C

u
tl : Ci
m Ae dﬁt _ I_ Aﬁt S .
\Fle 0 a0 ag | Un (14)
Figura 4

Asi, puede definirse el vector unitario normal a la trayectoria, con las siguientes caracteristicas:

Un (. Médulo: cuandoA6—0 la cuerda (Au,) y el arco (4s= r-A0= 1-A6) coinciden, por lo
. . AUy . 1-A60 __
que: limpg_o in limpg_o = 1

. -, AU . . . .
< - Direccion: cuando A6 — O, Ai; se hace tangente a la circunferencia de radio unidad, por

lo tanto perpendicular a i, , es decir sigue la direccién normal que viene indicada por ,,.
- Sentido:

i ao .
Para calcular el valor de la segunda derivada, 7 € plantea que la longitud de un arco es el
angulo abarcado por su radio de curvatura p, obteniéndose:
ag 1

ds=p-d9;£—/—) (15)
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e - - =7z - d
Por altimo, se sabe que la tercera derivada de la expresion (13), es decir, d—i se corresponde
con el mddulo de la velocidad. Por lo tanto:

ds
E =v (16)
Y llevando los resultados obtenidos en (14), (15) y (16) a la expresion (13), se obtiene:
di, di, do ds _ 1
dt _do ds dat 'm Y (17)

Sustituyendo en la expresion (12), se obtiene la aceleracion en funcién de sus componentes
tangencial y normal que se representan en la Figura 5.

, dv dv _ v?
a:E:E'ut*‘?un (18)
La aceleracion tangencial, es tangente a la %
trayectoria e indica el cambio del modulo de la @
velocidad . @
, _dv (19)
= —Uu
ag dr Ut

. A

A
A A
i( \/\ 3

La aceleracion normal, esté dirigida siempre hacia
el centro de curvatura de la trayectoria, es la

responsable del cambio  de direccion de la Ci
velocidad.

L vE (20)

a,—u

" 1% " Figura 5

. TIPOS DE MOVIMIENTOS DEL SOLIDO RIGIDO

3.1. Clasificacion

Para un punto o particula existe una sola trayectoria, asi como una sola velocidad y aceleracién
en cada instante. Dependiendo de la trayectoria descrita por un punto, en el caso general el
movimiento del punto serd curvilineo, pudiéndose mover con movimiento circular cuando el radio
de curvatura de la trayectoria sea constante 0 con movimiento rectilineo cuando sea infinito.

El caso del sélido rigido es bien diferente. Un solido rigido estd compuesto por un conjunto de
puntos materiales tales que las distancias entre dos puntos cualesquiera permanece invariable, y en
su movimiento se cumple que:

= Cada uno de los puntos que pertenecen al solido rigido describe su
correspondiente trayectoria, con una velocidad y una aceleracion determinadas.

Ramirez Lopez-Para, P; Loizaga Garmendia, M; Lépez Soto, J UPV/EHU
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En el caso del sélido rigido pueden estudiarse los siguientes movimientos:

Movimientos elementales:  Movimiento de traslacion pura
Movimiento de rotacion pura (rotacion alrededor de un eje fijo).

Movimiento general: Incluye todos los movimientos del sélido rigido y permite estudiar
el movimiento alrededor de un punto fijo y el movimiento plano
como casos particulares.

Cinematica del movimiento relativo: Movimiento absoluto, relativo y de arrastre

3.2. Movimiento de traslacion pura

Un sélido rigido se mueve con traslacion pura cuando se mueve paralelo a si mismo, lo que
significa que cualquier recta contenida en el cuerpo mantiene su direccién en el movimiento.
Entonces se cumple que:

Q)5

= Cualquier punto del s6lido rigido recorre trayectorias idénticas con la misma @ 2
velocidad vy aceleracién vy en consecuencia se puede hablar de una Unica @
velocidad o aceleracién para el sélido rigido. @

Demostracién: Se toman dos puntos A y B cualesquiera pertenecientes al sélido rigido, se
relacionan sus vectores de posicion (21) y se deriva (22).

. A

Ay | \ Ty =75+ AB (21)
B -.
T | 7y AB | AB . .
A A drp _dry  dAB (2
dt dt dt
7 Q
X
7 Figura 6

El vector AB es constante en modulo, 4B = cte, (la distancia entre dos puntos pertenecientes a
un solido rigido es invariable) y en direccion, (en la traslacion pura cualquier recta perteneciente a
un solido rigido mantiene su direccion en el movimiento) por lo que su derivada es nula:

dﬁ—o 23
FTa (23)
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Sustituyendo en la derivada y derivando de nuevo:

dT"B dFA S N
—_— = > Vp=7v
dt dt B A (24)
d*7p _ d*7, - S (25)
= - ar = a
dt dt B— 74

Tal y como se ha demostrado, todos los puntos del sélido rigido tienen la misma velocidad y
aceleracién para un instante determinado. Por esta razon, en el caso de la traslacién pura cuando se
puede hablar de velocidad o aceleracion del solido rigido. La traslacién puede ser rectilinea o
curvilinea.

Traslacion rectilinea: todos los puntos del sélido recorren trayectorias rectas y paralelas entre si.
En la Figura 7se ha ilustrado esta idea representando las velocidades de los puntos Ay B.

B &
Figura 7
Traslacion curvilinea: las trayectorias recorridas por los distintos puntos del cuerpo son curvas. En

la Figura 8 la estructura circular de la noria tiene rotacion pura pero las barquillas, despreciando
los pequefios balanceos, tienen un movimiento de traslacién circular.

Figura 8

En el ejemplo anterior puede apreciarse que los puntos A y B describen circunferencias iguales
con sus centros desplazados, los puntos tienen velocidades y aceleraciones iguales y la posicion de
la barquilla es siempre horizontal (cualquier recta contenida en el cuerpo mantiene su direccién en
el movimiento).
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