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Ikasketa-emaitzak

Heterozedastizitate eta autokorrelazio kontzeptuak bereiztu.

Heterozdastizitateak eta autokorrelazioak KTA estimatzailearen propietateetan
dituzten eraginak aztertu.

Heterozdastizitateak eta autokorrelazioak KTA estimatzailean oinarritutako
inferentzian dituzten ondorioak ezagutu.

Heterozdastizitatearen edota autokorrelazioaren hautemana.

KTA estimatzailean oinarritutako inferentzia sendoa erabili.
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ELOEren zehaztapena.

ELOEren oinarrizko hipotesiak.
H.1 Ereduaren zehaztapena:

Y, = By + foXoi + B3 X3 + ..+ BpXps + uy i=1,..,N.
H.2 Kolinealtasun zehatzaren eza.

H.3 Perturbazioaren baldintzatutako batez bestekoa zero da:
E(u;| X2, X35,...,X,) =0 Vi=1,2,...,N.

H.4 Homozedastizitatea (perturbazioaren bariantza baldintzatua konstantea):
Bar(ui|X2,X3, o0 0 ,Xk) = E(’U,?|X2,X3, o0 0 7Xk) e O‘2 Vi = 172, 000 7]\7.

H.5 Autokorrelazio eza: Kob(u;, uj| X2, X3,...,Xk) =0 Vi #j.

H.6 Perturbazioek banaketa baldintzatu normala jarraitzen dute,
u; ~ NIB(0,0?), eta Xrekiko independienteak dira.
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ELOEren zehaztapena.

Adierazpen matriziala.

H.1 Ereduaren zehaztapena: Y = X3+ u.

H.2 Kolinealitate zehatzaren eza.

H.3 Perturbazioaren baldintzatutako batez bestekoa zero da:  E(u|X) = 0.

H.4 + H.5 Homozedastizitatea eta korrelazio eza:

o2 0 0
0 o2 0
Bar(ulX) = E(w/|X)=| 0 0 o?
0 0 O

H.6 Perturbazioen banaketa baldintzatua, normala da:

eta u independenteak dira.

o o

:O'QIN.

U ~ N(0,0%Iy). X
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ELOEren zehaztapena.

Oinarrizko hipotesiak betetzen direlako suposiziopean eta X-ri
baldintzatutako analisian:

A. BKTA estimatzailea X'ri baldintzatua:

Lineala da.
Alboragabea da.
Efizientea da Gauss-Markov teoremaren zentzuan.

B. Perturbazioen bariantzaren estimatzailea, 62 = (vaiff), Xri baldintzatua
alboragabea da.

C. PSTA estimatzaile baldintzatuak banaketa normala du
BIX ~ N(B,0*(X'X)™1)

D. Hipotesien kontrasterako estatistiko baliagarriak hauek dira:

=8 O YN k) F=
65_ HKBuya/(N — k)
&

(HKBy — HKBuc)/q H
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Heterozedastizitatea.

Esanabhia. J

Homozedastizitatea : u; perturbazioaren X-i baldintzatutako bariantza
konstantea da populazioaren zehar, 1 =1,2,..., N.

Heterozedastizitatea : u; perturbazioaren X-i baldintzatutako bariantza
desberdina da populazioaren zehar, taldeen edota erregresoreen funztioa izan

daiteke.
Heterozedastizitatea zeharkako datuekin lan egitean agertzen da batibat.

Demagun analizatu nahi dugun erregresio-ereduan kontsumoa errentaren
funtzioan zehaztatuta dagoela. Kasu horretan perturbazioaren bariantza
baldintzatua errentarekin handitzea esperoko litzateke.
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F(Y | X=X3)

F(Y | X=X,)
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F(Y | X=X,)
F(Y | X=X;)

F(Y | X=X3)

F(Y | X=X,)



(Esanahial )

Heterozedastizitatea

Bar(u;| X) = o?

i=1,2,...,N

Perturbazioen bariantza- eta kobariantza-matrizea hau da:

B(u) = Bar(u|X) = E(uu/|X) =

o2 0 0
0 o2 0
0 0 o2
0 0 O




Heterozedastizitatea.

KTA estimatzailearen Xri baldintzatutako propietateak.
Lineala: B = (X'X)'X'Y =B+ (X'X) 1 Xu

Alboragabea: .
B(fIX) = E( + (X'X) 7' X'uX) =

EZ da efizientea : H.4 oinarrizko hipotesia ez denez betetzen, Gauss-Markov
teroremaren baldintzak ez dira betetzen eta ondorioz BKTA estimatzaile
baldintzatuak ez du bariantzarik txikiena baldintzatutako estimatzaile lineal eta
alboragabeen artean.

Heterozedastizitearen forma funtzionala ezagutzearen kasuan, estimatzaile efiziente
bat lortzeko aukera dago.

— Karratu Txikienen Orokortuen (KTO) estimatzailea: perturbazioen bariantza- eta
kobariantza-matrizearen informazioa erabiltzen da (3 koefizienteak estimatzean.
Estimatzaile efiziente horren analisia material honetako edukietatik kanpo gelditzen
da.
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Metwosedastiiates.
KTA estimatzaile badintzatuan onartutabo inferenzia. |

ELOEko oinarrizko baldintzak betetzen badira: 5|X ~ N(8,02(X'X)"1).

Baina perturbazioen bariantza- eta kobariantza-matrizea Bar(u|X) = ¥ bada,
orduan...  zein da KTA estimatzailearen banaketa???7? 777

BIX ~ NIB,(X'X)1X'SX(X'X)]

Bar(B|X) E[(f - B(BIX))(B - E(BIX))'|X] = E[(B - B)(B - B)IX] =

E[(X'X) ' X u)((X'X) ' X w)|X] = B[(X'X) "X uu/ X (X'X) | X] =

(X'X)7'X'sx(x'x)"!
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Heterozedastizitatea.

KTA estimatzaile baldintzatuan oinarritutako inferentzia. J

Ohiko t eta F' estatistikoetan oinarritutako inferentzia EZ da baliagarria eta horiek
erabiltzean okerreko ondorioak atera ditzakegu.

,ﬁrizoa, KTA estimatzailearen bariantzaren ohiko estimatailean datza, zeren orain
Bar(B|X) = 6%(X'X)~! ez baita baliagarria alboratua delako.

Zein dira ohiko t eta F’ estatistikoen banaketak 777

c P By, _ KBy ~HKByG)/a 1y

65, HKByg/(N - k)

Orain arte erabilitako t eta F' estatistikoek ez dituzte ohiko banaketak jarraitzen.
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Heterozedastizitatea.

Heterozedastizitatearen hautematzea. J

A. Analisi grafikoa.

Perturbazioen portaera homozedastizitate edota heterozedastizitate suposiziopean:

—%
i u; e
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* T *  x
* ok * i P .
* * *
* *
* *
%= o X
* * x * *
* & we = X; * X
L e *
L * Tk 5
% * el K *
Tk
Homozedastizitatea Heterozedastizitatea

Hautematze grafikoa:
Eredua KTA estimatzailearekin estimatu eta hondarrak kalkulatu.

KTA hondarrak irudikatu heterozedastizitaea eragiten omen ari diren erregresore
susmagarrien aurka.
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Heterozedastizitatea.

Heterozedastizitatearen hautematzea. J

B. Heterozedastizitate-kontrasteak.

Erregresio Lineal Orokorreko Eredua:

Yi=01 + BoXoi + B3 Xsi + ... + BeXui +uy i=1,2,...,N.

Literaturako heterozedastizitate kontrasteetatik hiru azalduko dira:

Goldfeld-Quandt kontrastea.
Breusch-Pagan kontrastea.
White kontrastea.

Kontrasteen hipotesien planteamendua honako hau da hirurentzat:
Hy : Homozedastizitatea: Bar(u;) = 0% Vi
H, : Heterozedastizitatea: Bar(u;) = o?

Aplikazioa 7.1 Adibidean.
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Heterozedastizitatea.

Goldfeld-Quandt kontrastea.

Kontraste hau aplikatzeko baldintza, perturbazioen bariantza aldagai bakar baten

mendekoa izatea da. Argitzeko, heterozedastizitatearen forma funtzionala

0? = E(u;)? = h(Z) da eta funtzio hau Z-rekiko gorakorra (beherakorra) izan daiteke.

Jarraibidea:

1. Bariantzarekin erlazionatuta dagoen Z aldagaia zein den (normalean erregresoren bat) aukeratu.
2. Lagin osoa Z aldagaiarekiko era gorakorrean (beherakorrean) ordenatu.

3. Lagina hiru zatitan banatu: lehen N; behaketak, azken N2 behaketak eta erdiko behaketak ezabatu.
Ezabatzen diren erdiko behaketak lagin osoaren herena izaten da gutxi gorabehera.

4. Erregresio eredua KTA estimatzailearekin estimatu azpilagin bakoitzarentzat, lehen N; behaketentzat
eta azken N3 behaketentzat.

HKBQ/(NQ 7](52) P’{E)

5. Kontrasterako estatistikoa: GQ =
HKB1 /(N1 — k1)

F((N2 — k2), (N1 — k1))

non HK By eta HK By, lehen eta azken azpilagineko hondar karratuen baturak diren hurrenez hurren.
6. Homozedastizitate hipotesi hutsa baztertu egiten da % « esangura maila erabiliz baldin eta

GQ > Fo((N2 — kz2), (N1 — k1)) bada.
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Heterozedastizitatea.

Breusch-Pagan kontrastea.

Perturbazioen bariantza aldagai multzo baten (erregresoreak edota bestelakoak)
funtzioan dagoelako susmoa, o? = E(u;)*> = h(z} a), dagoenean aplikatzen da.
z; = [1 214, ..., zp;] ezagunak diren aldagaien bektorea da.

a = [og a1,...,0p] ezezagunak diren koefizienteen bektorea da.

h(-) balio positiboak solik hartzen dituen funtzioa da.

Kontraste horretan homozedastizitatearen hipotesi hutsa idazteko beste aukera bat dago:
Ho:()(l:ag:...:()ép:()

Jarraibidea:
1. Estima ezazu eredua KTA estimatzailea erabiliz, kalkulatu hondarrak eta estima ezazu perturbazioen
bariantza era tinko batean, 62 = Z a2 /N.
2. Estima ezazu @2 /52-ren z)-rekiko erregresioa KTA estimatzailearekin eta kalkula ezazu karratuen
batura azaldua (KBA).

Hg,a
3. Kontrasterako estatistikoa: LM = 1 KBA &% x2(p)

4. Homozedastizitate hipotesi hutsa baztertu egiten da % « esangura maila erabiliz baldin eta

LM = KBA/2 > x2(p) bada.
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Heterozedastizitatea.

White kontrastea.

Kontrastea, perturbazioen bariantza ereduko erregresoreen mendekoa delako
suposiziopean soilik aplikatu daiteke.

Jarraibidea:
1. Estima ezazu eredua KTA estimatzailearekin eta kalkula itzazu hondarrak, .

2. Estima ezazu ﬁf—ren erregresioa, ereduko erregresorekiko, horien karratuekiko eta gurutzatutako
biderkaduren terminoekiko. Kalkula ezazu erregresio laguntzaile horren mugatze-koefizientea, RZL.

3. Kontrasterako estatistikoa:

., Hg,a
LM = NR7 "R x*(p)

Ri erregresio-laguntzailearen mugatze koefizientea den, N lagin-tamaina den, eta, p
erregresio-laguntzailean estimatutako koefiziente kopurua, bat kenduz, den.

4. Homozedastizitate hipotesi hutsa baztertu egiten da % « esangura maila erabiliz baldin eta
NR? > x2(p) bada.
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e ——

Autokorrelazioa : perturbzioaren behaketa desberdinen arteko erlazio linealaren
existentzia:

E(uus| X) #0 Vi,s t#s

Autokorrelazioa denborazko serietako datuekin lan egitean agertzen da batibat.

Perturbazioen bariantza- eta kobariantza-matrizea:

o O12 013 oir
021 0’2 023 g2T
2
B(u) = Bar(u|X) = E(ud/|X) = | 73 932 9 .- 98T -5
2
L or1 o012 OT3 ... o’




Autokorrelazioa.

Autokorrelazioaren ondorioak. J

A. KTA estimatzailearen Xri baldintzatutako propietateak:

KTAko estimatzailea, Xri baldintzatua lineala da, alboragabea baina EZ da
efizientea, Gauss-Markoven baldintzak ez direlako betetzen.

Aukorrelazioaren egitura ezagutzearen kasuan ere, bariantza minimoa duen estimatzaile bat dago, Karratu

Txikienen Orokortuak.

B. KTA estimatzailearen inferentzia.

H.5 hipotesia ez denean betetzen eta perturbazioetan autokorrelazioa dagoenean, KTA
estimatzaile baldintzatuaren bariantza- eta kobariantza-matrizea hau da:

Bar(B|X) = (X'X) ' X'SX(X'X)"!

Ondorioz, orain ere ohiko ¢ eta F' estatistikoen banaketa ez da ezaguna eta horietan
oinarritutako inferentzia ez da baliagarria eta okerreko ondorioetara heldu gaitezke.
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Autokorrelazioa.

Autokorrelazioaren hautematzea.

A. Analisi grafikoa.

Ondorengo irudietan perturbazioen denborazko portaera ikusten da lehen ordenako
autorregresibo (negatiboa eta positiboa) baten aurrean:

Autokorrelazio positiboa: zeinu bereko perturbazioak boladaka agertzen dira.
Autokorrelazio negatiboa: perturbazioen zeinuak txandaka agertzen dira.

ut

Autokorrelazio positiboa Autokorrelazio negatiboa
Jarraibidea: estimatu eredua KTA metodoarekin, hondarrak 4 kalkulatu eta denborazko

serien grafikoa irudikatu portaeraren bat dagoen ikusteko.

Pilar Gonzélez eta Susan Orbe | OCW 2014 7. Gaia. Heterozedastizitatea eta Autokorrelazioa 24 /39



Autokorrelazioa.

Autokorrelazioa hautematzea.

B. Autokorrelazio-kontrastea.
ELOE: Y:=01 4+ BaXar + B3 Xst + ... + BeXpe +ur t=1,2,...,7T.
Autokorrelazio kontrasteko hipotesien planteamendua hau da:
Hy : Autokorrelazio eza  (kob(uius) = E(uius) =0, ¢ #s)
H, : Autokorrelaioa (kob(utus) = E(utus) #0, t#s)

non aurkako hipotesiko autokorrelazioaren forma funtzionala zehaztatu behar den.
Existitzen diren autokorrelazio-kontrasteetatik bi hauek ikusiko dira:

1. Durbin-Watson kontrastea.

2. Breusch-Godfrey kontrastea.

Aplikazioa 7.2 Adibidean.
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Autokorrelazioa.

Durbin-Watson kontrastea.

Kontraste horretan aurkako hipotesiko egitura zehatza, lehen ordenako prozedura
autorregresibo bat da:

AR(1): uy = pu—1 +v; vy ~NIB(0,02) |p| <1
Kontrastea erabiltzeko ezinbesteko baldintza X finkoa izatea da.
Autokorrelazio mota hori p parametroaren mendekoa da.

p = 0: Ez dago lehen ordenako autorregresiborik
p > 0: lehen ordenako autorregresibo positiboa

p < 0 : lehen ordenako autorregresibo negatiboa
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e ,._ ' :IIrDG.

Jarraibideak:

{ Hy:p=0 (Ez dago lehen mailako autorregresiborik)
1.

H,:uy = pus—1+v: p>0 (Lehen ordenako autorregresibo positiboa)

T
Z (@ — —1)?

2. Kontrasterako estatistikca pw =-=2—"——— & 777
>
Uy
t=1
non 4. hasierako ereduko KTA hondarrak diren.
Durbin-Watson eta p parametroaren arteko erlazio asintotikoa hau da:

DW~2(1-p)  p=t=2



Autokorrelazioa.

Durbin-Watson kontrastea. Lehen ordenako autorregresibo positiboa. J

p=0 - DW =2
Hortaz:
p€ (0,1 — DW €]0,2)

3. Erabaki-araua:

Durbinek eta Watsonek, ez zuten estatistikoaren banaketa deribatu. Horren ordez,
balio-kritikoak kalkulatu zituzten lagin-tamaina eta erregresore kopuru desberdinen
araberakoak esangura-maila ezberdinentzat. Kalkulatutako balio kritikoak, goi-limitekoa
(dv) eta behe-limitekoa (dr) izan ziren.

DW < dj, bada, hipotesi hutsa baztertzen da: lehen ordenako autorregresibo
positiboa dagoelako lagin-ebidentzia dago.

DW > dy bada, ez da hipotesi hutsa baztertzen: lehen ordenako autorregresibo
positiborik ez dagoelako lagin-ebidentzia dago.

dr, < DW < dy bada, zalantzazko gunean gaude.
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0 2
H, baztertu
lehen ordenako  Z3lantza-gunea . g7 pAZTERTU

autorgresibo Ez dago lehen
positiboaren mailako
lagin-ebidentzia autoregresiborik



(Dl B leries e, ey erlrel o e eaehorezaien.

Jarraibideak:

) Ho: p=0 (Ez dago lehen ordenako autorregresiborik)
. Hy:ur = pus—1+v: p <0 (Lehen ordenako autorregresibo negatiboa)

T
> (e — i)’

2. Kontrasterako estatistikoa DW = =2

T
.2
D>
t=1

S

DW = 2 (1 — p) erlazioa gogoratuz,
p=0 — DW ~2
pe(0,1] = DW e (2,4]



Autokorrelazioa.

Durbin-Watson kontrastea. Lehen ordenako autorregresibo negatiboa. J

Durbinek eta Watsonek, balio-kritikoak kalkulatu zituzten lagin-tamaina eta
erregresore kopuru desberdinen araberakoak esangura-maila ezberdinentzat.

Kalkulatutako balio kritikoak, goi-limitekoa (di;) eta behe-limitekoa (dy,) izan
ziren.

DW > 4 — dj, bada, hipotesi hutsa baztertu egiten da: lehen ordenako
autorregresibo negatiboa dagoelako lagin-ebidentzia dago.

2 < DW < 4 — dy bada, ez da hipotesi hutsa baztertzen: lehen ordenako
autorregresibo negatiboa ez dagoelako lagin-ebidentzia dago.

4 —dy < DW < 4 —dj, bada, zalantzazko gunean gaude.
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2 4

H, baztertu

H, EZ BAZTERTU e lehen ordenako

Ez dage lehen mailako autorgresibo

autaregresiborik neg_atib:_:-aren _
lagin-ebidentzia



0

H, baztertu
lehen ordenako
autorgresibo
positiboaren
lagin-ebidentzia

‘Zalantza-gunea |

T
2
H, EZ BAZTERTU

Ez dago lehen mailako
autoregresiborik

4
H, baztertu
lehen ordenako
autorgresibo
negatiboaren
lagin-ebidentzia

| Zalantza-gunea:



Autokorrelazioa.

Breusch-Godfrey kontrastea.

Kontraste horrekin orden altuagoko autokorrelazio kontrasteak egin daitezke. Demagun ¢
ordenako autokorrelazio dagoelako susmoa dugula:

Ho:p1=p2=...=pg =0 (Ez dago q ordenako autokorrelaziorik)

H, : q ordenako autokorrelazioa dago

Jarraibideak:
1. Estima ezazu eredua KTA metodoaren bidez eta kalkulatu hondarrak, .
2. Estima ezazu t¢-ren ( Xot, X3¢, ..., Xpt, Ut—1,Ut—2,. .., Ur—q)-rekiko erregresio laguntzailea KTA
erabiliz.
3. Autokorrelazio ezaren hipotesi hutsa, @¢_1,%¢—2,..., U4 erregresoreen baterako

esangura-kontrastearekin bat dator. Horretarako Lagrange-biderkatzailearen kontrasterako estatistikoa
erabiltzen da:

2 Ho.a 2
LM =TR; ~ x7(q)
non Ri erregresio-laguntzailearen mugatze-koefizientea den.
4. Erabakitze-araua: LM > x2(q) bada hipotesi hutsa baztertzen da % « esangura-mailarekin.
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Erregresio Lineal Orokorreko Ereduaren zehaztapena.

Heterozedastizitatea.

o Esanahia.

@ Ondorioak.

o Heterozedastizitatearen hautematzea.

Autokorrelazioa.

o Esanahia.

@ Ondorioak.

o Autokorrelazioaren hautematzea.

° KTA estimatzailean oinarritutako inferentzia.
Proposatutako jarduera: J7.

Proposatutako ariketak: A7.1, A7.2 eta A7.3.



Heterozedastizitatea eta autokorrelazioa.

KTA estimatzaile baldintzatuan oinarritutako inferentzia.

KTA estimatzaile baldintzatuan oinarritutako inferentzia baliogarria
posiblea da?

BIX ~ NIB,(X'X)1X'SX(X'X)™]

Ideia : KTA koefizienteen estimatzailearen benetako bariantza- eta
kobariantza-matrizea estimatzea.

Bar(f]X) = (X'X)'X'SX(X'X)"?

Baina arazoa, ¥ matrize ezezagunari buruzko informazio askorik ez dagoela, da.

Egile batzuen proposamena Bar(3|X) era tinko batean estimatzean datza:
- White (heterozedastizitatea)

- Newey-West (autokorrelazioa)
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Heterozedastizitatea eta autokorrelazioa.

KTA estimatzailean oinarritutako inferentzia.
. . /\S A A . . .
Definitu dezagun Bar (8|X) Sxra estimatzailearen bariantza- eta
kobariantza-matrizearen estimatzaile sendoa bezala, bai heterozedastizitatearekiko
bai autokorrelazioarekiko sendoa hain zuzen.
Aurreko estimatzaile sendoa erabiliz,

Bi — 67 Ho,a

t=-—1_"2

N(0,1
53 (0,1)

J
non &g_ desbideratze-tipiko sendoa den, lagin handietan baliagarriak diren

kontrasjteak egin daitezke. Hipotesi hutsa baztertu egiten da % «
esangura-mailarekin baldin eta [t| > N, /2(0, 1) bada.

Murrizketa orokorrak kontrastatzeko ordea, ohiko estatistikoa murrizketa
kopuruagatik biderkatu behar da, ¢ x F', eta lortutako estatistikoa X2(q) bezala
banatzen da lagin handietan. Hipotesi hutsa baztertu egiten da % «
esangura-mailarekin baldin ¢ x I > x2(q) bada.
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Erregresio Lineal Orokorreko Ereduaren zehaztapena.

Heterozedastizitatea.

o Esanahia.

@ Ondorioak.

o Heterozedastizitatearen hautematzea.

Autokorrelazioa.

o Esanahia.

@ Ondorioak.

o Autokorrelazioaren hautematzea.

KTA estimatzailean oinarritutako inferentzia.
© Proposatutako jarduera: J7.

Proposatutako ariketak: A7.1, A7.2 eta A7.3.



Erregresio Lineal Orokorreko Ereduaren zehaztapena.

Heterozedastizitatea.

o Esanahia.

@ Ondorioak.

o Heterozedastizitatearen hautematzea.

Autokorrelazioa.

o Esanahia.

@ Ondorioak.

o Autokorrelazioaren hautematzea.

KTA estimatzailean oinarritutako inferentzia.
Proposatutako jarduera: J7.

@ Proposatutako ariketak: A7.1, A7.2 eta A7.3.
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