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Tema 2: Maquinas de Turing

1. Antecedentes histodricos.

En el siglo XVII, Leibniz planteé la bisqueda de un procedimiento efectivo que per-
mitiera resolver cualquier problema matematico; esto es, se intentaba buscar un método
general que nos diera la solucién a un problema arbitario. A principios del siglo XX, David
Hilbert resumié la bisqueda de este método general en una conjetura que afirmaba que las
Matematicas en su conjunto podian axiomatizarse. Intenté buscar un algoritmo que per-
mitiese determinar la validez o no de cualquier proposicion matematica. Sin embargo, ante
los infructuoso intentos de construccion, se empezd a pensar que quizas el procedimiento
buscado no existia, es decir, que era posible la existencia de problemas para los cuales no
era factible crear un algortimo resolutivo. Siguiendo esta nueva linea, en 1931 el légico
austriaco Kurt Godel publicé un articulo en el que se recogia su famoso teorema de in-
completitud, que probaba la no existencia del procedimiento efectivo buscado. Asi, Godell
construyé una féormula en el cdlculo de prediciados aplicada a los enteros cuya definicién
establecia que no podia ser probada su validez o falsedad dentro del sistema légico. Esto
constituydé un gran avance para la légica matematica, pues permitié formalizar la nocién
intuitiva de procedimiento efectivo y abandonar los intentos de construccion del algoritmo
general que se habian realizado hasta entonces.

En este marco surgieron las méquinas de Turing que eran un mecanismo que permitian
resolver problemas concretos. Simultaneamente, Church, Kleene y Post presentaron otros
modelos que tenianuna capacidad de computacién semejante al modelo de Turing, aunque
este ultimo ha sido el méas conocido e investigado.

Para disenar su mdquina, Turing se basd en las calculadoras que en aquella época
existian. Gracias a ellas, se di6 a la computabilidad un significado mas concreto y preciso
y se describié lo que hoy conocemos como algoritmo: una serie de instrucciones que al
seguirlas resuelven el problema para el que han sido creado. De manera rapida, podemos
visualizarlas como una computadora idealizada en las que las operaciones elementales se
descomponen hasta el limite. De hecho, se pueden considerar el dispositivo tedrico precu-
sor de los computadores actuales, con dos salvedades: la cantidad de memoria que dispone
es infinita y las operaciones mas simples se descomponen lo més posible. Precisamente,
esta ultima cuestion es la que marca las diferencias mas claras entre los ordenadores y el
dispositivo tedrico creado por Turing: entre otros, los objetivos que presentan los computa-
dores actuales es el de procesamiento de la informacion de la manera mas rapida posible y
la realizacion de complejas operaciones matematicas con el menor coste operativo y con la
simplicidad de la méquina de Turing el coste operativo que se tiene es alto, si entendemos
por tal el nimero de pasos que se deben dar para conseguir la solucion deseada.
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2 2. Descripcion de una maquina de Turing

Por dltimo, para finalizar este parrafo debemos mencionar que ideas desarrolladas por
Turing en su concepciéon de las maquinas de Turing son en la actualidad empleadas en
programacion. Asi, la composicion en paralelo de mauinas que presenté Turing es similar
a la que hoy se esta empleando en programacién. Por otro lado, seria erroneo pensar que
la dnica finalidad de las m&uinas de Turing se centra en ser dispositivos tedricos cuyas
ideas sirvieron para disenar computadores. También han sido empleados en la légica
matematica par demostrar resultados como el Teorema de Markov-Post, relacionadolas
con los subconjuntos recursivamente enumerables.

2. Descripcion de una maquina de Turing.

Intuitivamente, podemos interpretar una méaquina de Turing como cabeza lectora-
inscriptora a través de la cual pasa una cinta que consta de una serie de casillas contiguas
y es tan larga a derecha y a izaquierda como se desee. La cabeza lectora-inscriptora es
capaz de imprimir un niimero finito de simbolos sg, $1,..., S, y de estar en un nimero
finito de estados eg, e1,..., €,. En un momento dado, la cabeza se encuentra sobre una
casilla determinada que contiene un unico simbolo s; en un estado e; y dependiendo de
las instrucciones que posea realizard una de las siguientes acciones: moverse una casilla
a la derecha, moverse una casilla a la izquierda, cambiar el simbolo s; por s, 6 parar.
Opcionalmente, en las tres primeras posibilidades variard su estado interno y continuara
el proceso descrito.

Procedemos a dar la definicién formal de mauina de Turing. Salvo que se indique

lo contrario, trabajaremos con S = {sg, s1,...,S,} conjunto finito cuyos elementos de-
nominamos simbolos y con F = {eg,...,e,} conjunto finito cuyos elementos llamamos
estados.

Necesitamos introducir previamente la nociéon de cuadruple:

Definicién. Un cuadruple es una 4-tupla de uno de los tres tipos siguientes:
i) e;s;sker
ii) e;s;De
i) e;s;ley,
donde e;, ¢; € E, s, s, € Sy D e I denotan derecha e izquierda, respectivamente.
Por abuso del lenguaje, hemos omitido el simbolo (, , , ), entendiendo que dos expre-
siones del tipo anterior son iguales si y solo si tienen iguales sus componentes. Cada uno

de estos cuadruples corresponden a un tipo de movimiento de la descripcion intuitiva dada
anteriormente. Esto es:
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Tema 2: Maquinas de Turing 3

i) e;jsjspe; se interpreta de la manera siguiente: al examinar el simbolo s; en el estado
e;, borra el s;, imprime s y entra en el estado e;.

ii) e;s;De; significa: cuando examines el simbolo s; en el estado e;, mueveté una casilla
hacia la derecha y pasa al estado e;.

iii) e;s;le; significa: cuando examines el simbolo s; en el estado e;, mueveté una casilla
hacia la izquierda y pasa al estado e;.

Dos cuadruples seran distintos cuando difieran en una de las componentes del mismo.

Definicién. Sean S = {so,...,Sm}, £ = {eo,...,en} y € tres conjuntos finitos
no vacios cuyos elementos son simbolos, estados y cuadruples, respectivamente. Diremos
que T = (S, E,¢) es una maquina de Turing si € satisface la propiedad siguiente: no
existen dos cuddruples distintos en € que comiencen por e;s; para algunos i € {0,...,n}

y j€{0,...,m}.
Equivalentemente, una maquina de Turing consiste en dar una correspondencia

f: ExS — (SU{l,D})xFE
(ei,85) f(ei; s5)

que cumple que a cada (e;, s;) le corresponde a lo sumo un f(e;, s;).

Observemos que:

i) El conjunto imagen de esta correspondencia consiste de elementos del tipo (sg,e;),
(D, el) o (I, 61).

ii) La correspondencia anterior no es en general una aplicacién en el sentido que conoce-
mos, puesto que no todos los elementos de E x S tienen una imagen por f.

La condicién de que no existan dos cuadruples que comiencen con el mismo par de
elementos de E x S, esto es, para cada (e;,s;) € E x S se verifica |{f(e;,s;)}| < 1, supone
que en cada instante el movimiento a realizar por la maquina esta totalmente determinado,
no cabe ambigiiedad sobre lo que tiene que hacer.

La maquina se parara si se encuentra en un estado e; examinando un simbolo s; y no
existe ningtin cuadruple que comience por e;s;.

Ejemplo. Se consideran los conjuntos S = {sg, s1,82,83} v E = {ep,e1,e2}. Estos
conjuntos junto con los siguientes cuadruples:

¢ = {6080D61, €15182€9, 6081[62, 6280]62, 6082]61, 62838160}
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4 3. Diseno de maquinas de Turing
constituyen una maquina de Turing.

Interpretando la maquina anterior como una correspondencia tenemos:

f: ExS — (SU{l,D})xE
(60, So) — (D,el)
(60,81) — (I, 62)
(60,82) — (I,el)

(61, 81) — (82,62)
(62,80) — (1,62)
(62, 83) — (81,60)

También podemos visualizar las acciones de una méaquina de Turing mediante una tabla.
Asi, los cuadruples del ejemplo anterior vienen dados por:

50 51 52 53
€0 D€1 IGQ I€1
€1 52€2
€9 I€2 S$1€0

Para elaborar este cuadro hemos utilizado el siguiente criterio: Cuando la maquina se
encuentre en el estado e; examinando una casilla que lleve el simbolo s;, en la casilla (7, j)
correspondiente aparece el movimiento a realizar. Si no hay nada, significa que la maquina
se para.

Del hecho de que para cada par (e;,s;) pueda haber a lo sumo un cuadruple que
comience por él, se sigue que podemos contar el nimero de maquinas de Turing distintas
que se pueden dar con un mismo conjunto de simbolos y estados, entendiendo que dos
maquinas seran diferentes si presentan, al menos, un cuadruple distinto.

Teorema 2.1. El numero de mdquinas de Turing diferentes que se pueden crear con
m simbolos y n estados es (n(m + 2) + 1)"™ — 1,

3. Diseiio de maquinas de Turing con objetivos prefijados.

A continuacién vamos a disenar maquinas de Turing que realicen tareas concretas. En
lo que sigue, salvo que se indique lo contrario, denotaremos una casilla vacia en la cinta de
la maquina por el simbolo sg. Llamaremos estado de partida de una maquina de Turing
al estado en el que se encuentra el dispositivo cuando comienza a actuar.

Definicién. Sea ¥ = (5, F,€) una maquina de Turing. Se llama descripcién ins-
tantdnea de T a una palabra o = Pe;s;P’, donde P,P' € Qg,e; € Ey s; € S.
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Tema 2: Maquinas de Turing 5

Intuitivamente, una descripcién instantanea debe entenderse de la manera siguiente:
“los simbolos de la cinta son las letras que aparecen en P s; y P’ (escritos éstos en celdas
contiguas y casillas en blanco en el resto) y la cabeza lectora-inscriptora se encuentra en
el estado e; examinando la casilla que contiene s;”.

Por ejemplo, la descripcion instantdnea a = sse3s1555752 la interpretamos:  “los
simbolos de la cinta son s951555752 v la maquina se encuentra en el estado ez examinando
una casilla que contiene a s1”.

Definicién. Sea T = (5, F, €) una maquina de Turing y o« = Pe;s; P’ una descripcién
instantanea de €. Decimos que « es terminal si no existe un cuddruple en € que comience
por €;5;.

Definicién. Sea T = (S, F,€) una maquina de Turing y « y 8 dos descripciones
instantaneas. Escribiremos o — [ siempre que existan P, P’ € Qg de manera que se
verifique una de las siguientes condiciones:

. a = Pes;P .
i el cuddruple e;s;spe; € €
) ﬁ _ PBZSkPI y p 195°kCl
. a = Pe;s;jspP’ ,
ii el cuddruple e;s;De; € €
) B = Ps '€l3kP/ y p iSj l
J
... @ = Pe;s; ,
iii) voa y el cuadruple e;s;De; € €
8 = Ps;esg
J
.y a = Pspe;s;P’ )
iv el cuadruple e;s;le; € €
) B _ PelSijP/ y p 1054 €]
/

a = es;P ,

v el cuadruple e;s;le; € €.
) 6 — GZSOSjPI y p 1954 €]

Diremos que a@ — (8 es un movimiento basico de la méaquina 7.

Definicién. Una computacién de una méquina de Turing T = (S, E,€) es una
sucesion finita de descripciones instantaneas aq, o, ..., a; tales que a; — ;41 para i =
1,2,...,t—1y a4 es terminal.

Ejemplo. Consideramos la maquina T = (S, E,€) con S = {sg,s1,82}, £ =
{eo,e1,e2,e3} y € = {eosoleg, eos1Der, egsaDer, er1soDer,e15251e1, 151 Dea, easgsoes,
€28289€e2 . Entonces, la sucesion de descripciones instantdneas «; = sge18281,

Qo = S$9€181S1, (3 = S2S1€981 es una computacién. En cambio, si partimos de o =
S9€18282, tenemos g = S9€151S2 Vv ; = SaS1€9S9 para ¢ > 3, es una sucesion infinita de
descripciones instantaneas tales que a; — ;41 que no es una computacion.
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6 3. Diseno de maquinas de Turing

El ejemplo anterior nos sugiere el planteamiento de la siguiente cuestion: si conside-
ramos una maquina de Turing que tenga en su cinta escrita una determianada palabra
con las letras del conjunto S y la cabeza lectora-inscriptora se encuentra en un estado
e € F examinando una de las casillas, ;jpodemos saber si va a existir una computacién
que comience con la descripcién instantanea que presenta la maquina? A esto es lo que se
conoce como problema de parada y la respuesta es en general no.

Nos planteamos ahora el diseno de méaquinas de Turing que realicen tareas deter-
minadas. Obviamente, para que el resultado ofrecido por la maquina sea el deseado,
tendremos que pedir condiciones iniciales, como por ejemplo, fijar un estado de partida o
que las palabras escritas en la cinta no contengan casillas en blanco, etc...

Ejemplo 1. Deseamos disenar una maquina de Turing que al serle introducida
una sucesion finita de “17, colocados en celdas contiguas y estando situada la cabeza
sobre uno cualquiera de ellos en el estado de partida ep, nos permita contar cuantos “1”
aparecen escrito en notacion decimal. Esta claro que los simbolos que al menos debe
admitir la méquina serdn los digitos 0 a 9 y el simbolo de casilla en blanco. Ademas,
pueden ser necesarios introducir simbolos adicionales dependiendo de la estrategia a seguir.
El algoritmo que emplearemos serd el siguiente:

1) En primer lugar, nos situamos al comienzo de la sucesién de “1”, moviendonos hacia
la izquierda. Una vez localizado, nos trasladamos dos celdas mas hacia la izquierda y
marcamos la segunda de las casillas vacias con “0” (en ésta, colocaremos la cifra de
las unidades del nimero de “1” que aparecen en la sucesién).

2) A continuacién, nos dirigimos hacia la derecha hasta toparnos con el primer “1” que

[

tenga la sucesién. Lo sustituimos por “a” y volvemos hacia atras para anadir una
unidad mas a la cifra que teniamos anotada.

3) El proceso anterior finalizard cuando se extinga la sucesién de “1”. En ese instante,
cambiaremos “a” por sg y tras esto, la maquina se parara, devolviendonos el ntimero
de “1” que habia en la sucesion.

Por tanto, el conjunto de simbolos que tiene la méquina es S = {sg,a,0,...,9}, los
estados en los que puede estar son: E = {eg,...,es} y los cuddruples que la forman:

¢ = {60 1]60, 6080[61, €1 80062, 620D62, €9 1D62, 622D62, 623D€2, 624D62,

esbDeqy, e06DesesTDes, ea8Des, e09Des, easgDes, esaDes, eslaey,
eqaley, egsoles, e50leq, e512es, e523e0e534€es, e54bes, e556€0, e567es,
e578ea, e589¢s, €590¢eq, €601 es, e5s0lea, essoler, ezaspes, essoler}
Veamos cémo actia la maquina disenada en un ejemplo concreto:
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Tema 2: Maquinas de Turing

MOVIMIENTO | AccioN | ST
. . 1 1
Inicio -
)
1 601[60 50 b
€o
2 eosoler so s 11
€1
3 6180062 0 50 L
€2
4 620D€2 0 50 T
€2
5} 6280D€3 0 %0 1 1
€3
6 eslaey 0 5o a1
€4
7 eqaley 0 50 a 1
€4
8 6450[65 0 s @ 1
€5
9 es0ley | 1 %0 a1
€2
10 eslDey | T %0 @1
€2
11 6280D63 1 50 ¢ 1
€3
12 esaDes O
€3
13 eslaey I s a a
€4
14 esaley L so a a
€4
15 eqaley 1 so a a
€4
16 essoles I 50 a a
€5
17 es12e, | 2 S0 4 @
€2
18 es2Dey | 2 %0 @ @
€2
19 6280D63 2 5o @ @
€3
20 esaDeg 2 50 a a
€3
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8 3. Diseno de maquinas de Turing

CINTA
MOVIMIENTO | ACCION ESTADO
21 esaDes 2 50 a a s
€3
22 6350[67 2 S0 @ ¢ 5o
€7
23 e7aspes 2 50 a S0 s
€8
24 egsoler 2 s a S0 S0
€7
25 e7aspes 2 S0 S0 s o
es
26 egsoler 2 S0 S0 s o
er

La méaquina se para puesto que no existe ningin cuddruple que comience por ezsg y
el resultado que ofrece, como cabia esperar, es 2.

Ejemplo 2. Construimos una maquina de Turing que cuando introducimos un
numero natural n, escrito en notacién unaria, la maquina nos devuelve ese niimero multi-
plicado por 3, también en notacién unaria. En la inicializacion, la maquina tiene su cabeza
lectora-inscriptora examinado el primer “1” de la sucesion y el estado de partida es el eg.
Utilizaremos dos simbolos adicionales “a” y “b*”. “a” aparecera en lugar de un “1”, para
indicarnos que el “1” que ocupaba esa posicién ya ha sido o esta siendo triplicado y “b”
nos senalara cuantos “1” debemos anadir para conseguir nuestro objetivo.

La idea intuitiva en que nos basamos para disenar la maquina es la siguiente:

1) Tomamos el primer “1” de la sucesion, lo sustituimos por “a”, localizamos el final de

la sucesion de “1” y anadimos dos “b”.

2) Buscamos el primer “1” que aparezca en la sucesién. Si no lo hay, se va al paso 4.
En otro caso, lo sustituimos por “a”, localizamos el final de la sucesién de “1” y “b”.
Tras ello, anadimos dos “b” a la sucesién de éstas.

3) Reiteramos 2) hasta que se acaben los “1”.

4) Sustituimos “a” y “b” por “1” y el proceso se acaba.

Una maquina de Turing que realice las operaciones indicadas serd aquella que tiene
S ={so,1,a,b}, E={e; |i=1,...,T}y

¢ = {e1laes, e2aDey, ealDes, eabDeg, easobes, esbDey,

eqSobes, esbles, es1les, esaDeq, e1bbeg,
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Tema 2: Maquinas de Turing 9

esaleg, egbleg, egsoDer, eraler, ezl Der, erbler}

En el caso particular de introducir una sucesion con dos “1”, los movimientos que
realizara la maquina diseniada son los siguientes:

CINTA
MOVIMIENTO | ACCION ESTADO
. . 1 1
Inicio -
€0
1 1
1 601]60 €o
2 egsoDee 61 I
1
3 e1laes a 1
€2
4 esaDes @ el
2
5 es1Des a1 20
2
6 6250b63 a 1 eb
3
7 esbDey a 10 20
4
8 6480b65 a 10 eb
5
9 esbles a1 eb b
5
10 65bI€5 @ 1 b
€5
11 es1les a L bb
€5
12 esaDeq a 1 b0b
€1
13 e1laes a a b b
€2
14 esaDes a a eb b
2
15 62bD62 a a b eb
2
16 esbDes @ a b b 20
2
17 6280b€3 @ a bb eb
3
18 esbDey | ¢ ¢ 00D ZO
4
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MOVIMIENTO | ACCION E%%%O
19 essobes a a bbb eb5
20 esbles a a b b eb5 b
21 esbles a a b eb5 bb
22 esbles @ a eb5 bbb
23 esbles @ ea5 bbb bob
24 esaDeq @ a 6b1 bbb
25 e1bbeg @ a eb6 bbb
26 esbleg “ ;‘; bbbh
27 egaleg ; a b bbb
28 egaleg 22 @ a b bbb
29 egsoDer 5o 57 a b bbb
30 eralen So 617 a b b b b
31 e71De; so 1 :7 bobbh
39 eralen so 1 617 b b b b
33 er1Den sop 1 1 eb7 b b b
34 erblen so 1 1 617 b b b
35 ex1Der sop 1 1 1 667 b b
36 erblen so 1 1 1 617 b b
37 e71Der so 1111 eb7 b
33 erblen sop 1 1 1 1 617 b
39 ex1Der sp 1 1 1 1 1 eb7
40 erblen sop 1 1 1 1 1 61
A1 e1Den sop 1 1 1 1 1 1 Z(E
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La maquina se para puesto que no hay ningun cuadruple que comience por ezsg. Por tanto,
ha finalizado la computacion y el resultado que ofrece es 6 ‘1, tal y como cabia esperar.

Ejemplo 3. La miquina que aqui presentamos nos permite “traducir” un nimero
natural a su expresion por marcas, esto es, si en la cinta de la maquina escribimos un
numero natural cualquiera en el sistema decimal y hacemos que la maquina actiie, aparece
escrito en su cinta tantos “1” como el nimero que hayamos introducido, estando el resto
de las casillas vacias. En las etapas intermedias se deja una casilla en blanco entre los
lugares reservados para los digitos del niimero y la correspondiente sucesion de “1” que se
va generando a la derecha de la casilla vacia indicada.

El proceso que vamos a seguir para disenar una maquina que logre este objetivo se
divide en varias etapas:

1) Localizamos la cifra de las unidades del nimero N.

2) Escribimos N — 1 en las casillas reservadas a los digitos de N y el “1” que hemos
restado lo escribimos a la derecha dejando una casilla sin ningtin simbolo entre las
cifras de N — 1 y este “1”, para evitar confusiones posteriores.

3) Examinamos si el niimero que aparece escrito a la izquierda de la casilla en blanco es
o no 0. Silo es, se sustituye “0” por sg y se acaba el proceso. En caso contrario, se
pasa al siguiente paso.

4) Localizamos la cifra de las unidades del nimero que estd escrito a la izquierda de la
casilla vacia.

5) Restamos una unidad a dicho ntimero y anadimos un “1” a la sucesién de éstos.

6) Reiteramos los pasos 3), 4) y 5).

La maquina que buscamos tiene por simbolos S = {0,1,...,9,s0}, estados E =
{eg, ...er} y cuddruples:

¢ = {eg0Deg, eglDey, e92Deq, eq3Deg, egd Deg, egbDeg, eq6Deg,
eo7Deg, eg8Deg, e09Deg, egsgler, e198eq,€187es, e1T6es,
e165e9, e154e5, e143e9, €132¢e9, e121e5, €110e2e109¢7, €791 e,
e20Des, ea1Des, e52Des, e93Des, e0dDes, e95Des, es6Des,
es7Deo, e908Des, e59Des, easgDes, ezl Deg, es3sgleg, eqlley,
easoles, es01es, eslleg, e522eq, e533eq, esddeq, e555¢eg,

656680, 657760, 658860, 659960, 6580D€6, 6608067, 6780D86}
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12 3. Diseno de maquinas de Turing
Para que la maquina funcione de manera adecuada, debe encontrarse en el estado eg
con su cabeza situada sobre alguna de las cifras del niimero natural que hayamos anotado

en la cinta.

Esta dltima maquina en combinacién con las anteriores nos sirve para construir otras
maquinas de Turing que multipliquen niimeros naturales por un nimero fijo. Asi,

Fase 1: Convertir el niimero natural en su expresién por marcas.

Fase 2: Aplicar las mismas acciones que conducen a la multilplicacién por 3 (6 en
general por k).

Fase 3: Contar cuantos “1” aparecen en el resultado obtenido en la fase 2 y anotar en
la cinta dicho ntimero.

Unicamente se precisard ser un poco cuidadoso con los indices de los estados, de
manera que encajen adecuadamente (habra que realizar un corrimiento en dichos indices).
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