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Tema 4: Aplicacion de los automatas: Lenguajes for-
males

3. Relacin entre los lenguajes regulares y los autmatas .

Definicién. Sea S = (5, F,§) un semiautémata con estado inicial e; y E7 C E. Se
llama lenguaje representado por S respecto de E; al conjunto

L(S,Ey) = {z € Qg|d(e1,z) € E1}.

Es obvio que si Fy = {ej1, ..., €}, entonces

L(S, El) = i L(S, eij).

Ejemplo. Consideramos el semiautémata S = (S, E,d), donde S = aj,a2, £ =
{e1,e2,e3ty
0:ExS — E
(e1,a1) +— €3
(61,&2) — €3
(62,@1) = €9
(e2,a3) = e
(63,@1) e A
(63,&2) = €9

Entonces,

L(S,{e1}) = {(aza;)"li € NU{0}}.

Observamos que el lenguaje del ejemplo anterior es un lenguaje regular, ya que es
el lenguaje asociado a la expresién regular (agaq)*. En lo que sigue vamos a estudiar la
relacion existente entre los lenguajes regulares y los lenguajes asociados a semiautématas.

Definicién. Sea S = (5, F,J) un semiautémata y e;,e; € E. Diremos que de e; se
pasa a e; si existe x € Qg tal que d(e;,z) = e;. Six = s;...s,, entonces a d(e;, s1),

d(ei, 5152), ..., 0(ei,s1525,—1) se les llama estados intermedios del paso de e; a e;
mediante x.
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2 3. Relacin entre los lenguajes regulares y los autmatas

Definicién. Sea S = (S, F,d) un semiautémata tal que E = {ey,...,e,}, y sean
i,j€{l,...,n} yke€{0,1,...,n}. Se llama

ij = {z € Qglz = si1...5ir,0(ei,x) = ey (i, sirsi) € E—{e1,...,exh,te{l,...,r—1}}

entendiendo que si k£ = 0 la dltima condicién significa que no hay estados intermedios en
el paso de e; a e;. Esto es,

L?j = {x € Qg|d(e;, x) = e; y no hay estados intermedios}

L = {z € Qsld(es, v) = ¢;}.
Un caso especial es cuando consideramos L7; que coincide con L(S, e;).

En lo que sigue vamos a probar que ij es un lenguaje regular. En primer lugar

. -1 . T
relacionamos LY, con L' para determinados indices r y s.

)

Lema 3.1. Sea S = (S, E,0) un semiautémata tal que E = {ey,...,en}, y sean
i,7,k € {1,...,n}. Entonces,

k k- k-1 pk—1ys ph
Ly = Lt + Ly N Lyj g

Demostracién. Lf; C ij_l —I—Lfgl(Lz;l)*LZ;l. Sea x € Lf;. Entonces, d(es, ) = e;
y los estados intermedios que aparecen son pertenecen al conjunto {ej,...,ex}. Si ex no
es estado intermedio, entonces = € ij_l. Si e es un estado intermedio, entonces podemos
escribir x = y1y2y3, donde y; € Qg y tales que

5(61', Y1) = eg y e no es estado intermedio
S(er, y2) = ex y los estados intermedios pertenecen a {eq,...ex}
3(ek, Y3) = €, y er no es estado intermedio.

Por tanto, y; € Lfk_l y Y3 € ng_l. A su vez, descomponemos y; = 21 ... z; de forma que

~

d(ek, zr) = ex y e no es estado intermedio para r =1,...,t.

Entonces, y € (L5 )"

k—1 k=17 k—1\xp k—1 k k—1 k=17 k—1\«p k=1 q; k—1
L+ R (B )"hg; s C L. Seaw € By + R (B, )"y Siw e L,
entonces x € ij ya que L¥1 C ij. Sixe Lf,;l(Lﬁ,zl)*Lﬁj_l, entonces podemos descom-

1] —

poner x = y1y2y3, donde y; € Lfk_l, Y2 € (LZ;I)* y Y3 € Lij. Pero entonces,

~

d(ei,z) = 0(6(6(es 1), y2) ys) = 0(d(en, ya), ys) = d(en, ys) = €;
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y los estados intermedios que aparecen cuando calculamos ) (ei,y1) pertenecen al conjunto

{e1,...,ex_1}, S(ek,yg) pertenecen al conjunto {ej,... e}y 5(ek,y3) pertenecen al con-
junto {e1,...,ex_1}. Por tanto, z € ij. D

Proposicién 3.2. Sea S = (5, E,d) un semiautdmata tal que E = {e1,...,en}, y
sean i,j € {1,...,n} y k €{0,...,n}. Entonces, Llfj es un lenguaje reqular.

Demostracién. (Por induccién sobre k) Si k = 0, entonces L?j CSU{A} O L?j =0
y en cualquier caso es un lenguaje regular.

Supongamos que el resultado es cierto para k < t y veamoslo para k = t. Entonces,
por el lema anterior sabemos que

t _ pt—1 t—1p t—1\xp t—1
Li; =Ly + L (B )Ly
leando induccién, t Lt L Lty B 1 ' 1
y empleando induccién, tenemos que L;7", Ly, Ly y Ly son lenguajes regulares.
Como la suma, concatenacion y clausura de lenguajes regulares es regular, se sigue que ij

es regular. O

Como Corolario de esta proposicién, tenemos

Corolario 3.3. Sea S = (S, E,§) un semiautomata tal que E = {ey,...,en}. En-
tonces, L(S,e; es un lenguagje regqular para todo j € {1,...,n}.

Corolario 3.4. Sea S= (S, E,d) un semiautémata tal que E = {ey,...,e,} y E1 C
E. Entonces, L(S, E1) es un lenguaje regular.

Ahora nos falta ver que a partir de un lenguaje regular se puede construir un semi-
autémata y un subconjunto F; de forma que el lenguaje asociado al semiautémata respecto
de E;. En primer lugar, vamos a dar un ejemplo del que extraeremos la estrategia para
probar el caso general.

Ejemplo. Sea L el lenguaje regular cuya expresion regular viene dada por a(a* +
b)* + abb*ab*, esto es,
L =la(a™ 4+ b)* + abb™ab™|.

Paso 1. Transformamos la expresion regular que define L en otra en la que las letras
que lo forman aparezcan subindicadas por la posicién que ocupan

a(a® +b)* + abb*ab™ = ay (a3 + b3)* + asbsbiarbs
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(iii)

3. Relacin entre los lenguajes regulares y los autmatas
A ¢; le llamaremos descendiente de ¢, siendo ¢ una de las letras que parece en la
expresiéon regular. Al lenguaje que tiene por expresion regular a la nueva lo denotamos

por L1, esto es,
Ll = ]al(c@ + bg)* + a4b5b§a7b§\

Paso 2. Localizamos

(i) Pares de letras que aparezcan consecutivas en palabras de L;. En nuestro caso,

P ={(a1,az), (a1,b3), (a2, az), (a2, bs), (b3, az), (b3, b3),
(b4, CL5>7 (a5, b@), (bﬁ, b6), (a5, CL7), (b(;, CL7), (CL7, bg), (bg, bg)}

Letras de inicio de palabra. En nuestro caso,

I = {al, b4}

Letras de final de palabra. En nuestro caso,
F = {ala az, b37 ar, b8}
Paso 3. Se define el semiautémata S = (S, F, §), donde S es el albabeto del lenguaje
L y la funcién 0 y E se definen como sigue: Dado ¢ € S,
d(e1,c) = {descendientes de ¢ que satisfacen 2(ii) } Vee S

d(ei, c) = {descendientes de ¢ que siguen a alguna letra que aparece en e;} Vi > 1.

En nuestro caso,

S ={a, b},
d(er,a) ={ar1} = e d(e1,b) = {by} =e3
d(eg,a) = {az} = ey d(ea,b) = {bs} =e5
d(e3,a) = {as} = eg d(es,b) =0 = ey
d(eqg,a) = {az} = ey d(eq,b) = {bs} =e5
d(es,a) ={az} = ey d(es,b) = {bs} =e5
d(eg,a) = {ar} = eg d(es,b) = {bs} = eg
d(er,a) =0 =ey d(e7,b) =0 =ey
d(eg,a) =0 =er d(e7,b) = {bs} = eio
d(eg,a) = {ar} = es d(eg,b) = {bs} = e
) =10

=e7  d(e10,b) = {bs} = ero
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E = {61,...,610}.

Paso 4. Se toma como F; al subconjunto de estados de E tales que en su definicién
contienen al menos una letra final de palabra de L;. En nuestro caso,

Ey = {ez,e4,65,€8,€10}
Siguiendo estos mismos pasos, se prueba

Proposicién 3.5. Sea L un lenguaje regular. Entonces, existe S= (S, E,) y Fy C E
tal que
L=L(S FEy).
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