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Tema 2: Maquinas de Turing

3. Diseiio de maquinas de Turing con objetivos prefijados.

A continuacién vamos a disenar maquinas de Turing que realicen tareas concretas. En
lo que sigue, salvo que se indique lo contrario, denotaremos una casilla vacia en la cinta de
la maquina por el simbolo sg. Llamaremos estado de partida de una maquina de Turing
al estado en el que se encuentra el dispositivo cuando comienza a actuar.

Definicién. Sea ¥ = (5, F,€) una maquina de Turing. Se llama descripcién ins-
tantdnea de T a una palabra o = Pe;s;P’, donde P,P' € Qg,e; € Ey s; € S.

Intuitivamente, una descripcién instantanea debe entenderse de la manera siguiente:
“los simbolos de la cinta son las letras que aparecen en P s; y P’ (escritos éstos en celdas
contiguas y casillas en blanco en el resto) y la cabeza lectora-inscriptora se encuentra en
el estado e; examinando la casilla que contiene s;”.

Por ejemplo, la descripcion instantdnea a = sse3s1S55752 la interpretamos:  “los
simbolos de la cinta son s951555752 v la maquina se encuentra en el estado ez examinando
una casilla que contiene a s1”.

Definicién. Sea T = (5, F, €) una méaquina de Turing y o = Pe;s,; P’ una descripcién
instantanea de €. Decimos que « es terminal si no existe un cuadruple en € que comience
por e;s;.

Definicién. Sea T = (S5, F,€) una maquina de Turing y a y 8 dos descripciones
instantaneas. Escribiremos o — [ siempre que existan P, P’ € Qg de manera que se
verifique una de las siguientes condiciones:

i) g i f;:;ji};i y el cuadruple e;s;s,e; € €

ii) g i ];222225: y el cuddruple e;s;De; € €
iii) g i Pij;f; . y el cuadruple e;s;De; € €
iv) g i gz;‘gz; };: y el cuddruple e;s;1e; € €
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2 3. Diseno de maquinas de Turing

a = es;P’ | cud lo ers:]
V) B — eusos, P’ y el cuadruple e;s;le; € €.

Diremos que o — 3 es un movimiento basico de la maquina 7.

Definicién. Una computacién de una méquina de Turing T = (S, E,¢€) es una
sucesion finita de descripciones instantaneas ag, o, ..., a; tales que a; — ;41 para i =
1,2,...,t =1y a4 es terminal.

Ejemplo. Consideramos la maquina T = (S, FE,€) con S = {sg,s1,82}, E =
{eo,e1,e2,e3} y € = {egsoleo,eps1Der,egsaDer,er1soDey,ersas1e1,e151Degy, easgsoes,
e28259€2}. Entonces, la sucesion de descripciones instantdneas a3 = s2€15281,
Qo = S9€18181, (i3 = S981€2581 es una computacion. En cambio, si partimos de a; =
S9€18952, tenemos ay = S2€18182 ¥ (i = S281€289 para i > 3, es una sucesion infinita de
descripciones instantaneas tales que o; — ;41 que no es una computacion.

El ejemplo anterior nos sugiere el planteamiento de la siguiente cuestién: si conside-
ramos una maquina de Turing que tenga en su cinta escrita una determianada palabra
con las letras del conjunto S y la cabeza lectora-inscriptora se encuentra en un estado
e € F examinando una de las casillas, ;podemos saber si va a existir una computacién
que comience con la descripcién instantanea que presenta la maquina? A esto es lo que se
conoce como problema de parada y la respuesta es en general no.

Nos planteamos ahora el diseno de maquinas de Turing que realicen tareas deter-
minadas. Obviamente, para que el resultado ofrecido por la maquina sea el deseado,
tendremos que pedir condiciones iniciales, como por ejemplo, fijar un estado de partida o
que las palabras escritas en la cinta no contengan casillas en blanco, etc...

Ejemplo 1. Deseamos disenar una méaquina de Turing que al serle introducida
una sucesion finita de “1”7, colocados en celdas contiguas y estando situada la cabeza
sobre uno cualquiera de ellos en el estado de partida eg, nos permita contar cuantos “1”
aparecen escrito en notacion decimal. Esta claro que los simbolos que al menos debe
admitir la maquina seran los digitos 0 a 9 y el simbolo de casilla en blanco. Ademsés,
pueden ser necesarios introducir simbolos adicionales dependiendo de la estrategia a seguir.
El algoritmo que emplearemos serd el siguiente:

1) En primer lugar, nos situamos al comienzo de la sucesién de “1”, moviendonos hacia
la izquierda. Una vez localizado, nos trasladamos dos celdas més hacia la izquierda y
marcamos la segunda de las casillas vacias con “0” (en ésta, colocaremos la cifra de
las unidades del nimero de “1” que aparecen en la sucesién).

2) A continuacién, nos dirigimos hacia la derecha hasta toparnos con el primer “1” que

tenga la sucesion. Lo sustituimos por “a” y volvemos hacia atras para anadir una
unidad maés a la cifra que teniamos anotada.
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Tema 2: Maquinas de Turing 3

3) El proceso anterior finalizard cuando se extinga la sucesién de “1”. En ese instante,
cambiaremos “a” por sg y tras esto, la maquina se parara, devolviendonos el ntimero
de “1” que habia en la sucesion.

Por tanto, el conjunto de simbolos que tiene la méquina es S = {sg,a,0,...,9}, los
estados en los que puede estar son: E = {eq,...,es} v los cuddruples que la forman:

¢ = {60 1[60, 6080[61, €1 80062, 620D€2, €2 1D€2, 622D62, 623D€2, 624D€2,

esbDeg, e06DesesTDesy, ea8Des, e09Des, easgDes, esaDes, ezlaey,

eqaley, egsoles, e50leq, e512es, e523e0e534€es, e54bes, e556€0, e567es,

e578ea, e589es, €590¢eq, €601 es, e5splea, essoler, eraspes, essoler}

Veamos cémo actiia la méquina disenada en un ejemplo concreto:

MOVIMIENTO | ACCION E%%%O
.. 1 1
Inicio -
€o
1 eolleg so 11
€0
2 6080[61 o %0 L
€1
3 6150062 0 50 L
€2
4 BQODBQ 0 %o L1
€2
9 6280D63 0 50 1 1
€3
6 eslaey 0 s a1
€4
7 eqaley 0 s a1
€4
8 essoles 0 s a1
€5
9 esOley | L S0 @1
€2
10 eslDey | 1 %0 @1
€2
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4 3. Diseno de maquinas de Turing

CINTA
MOVIMIENTO | ACCION ESTADO
11 6280D63 1 50 ea 1
3
12 esaDeg L 50 a el
3
13 eslaey L s a :
4
14 eqaley L 50 ea ¢
4
15 esaley 1 ZO @ a
4
16 6480[65 61 s @ a
5
17 es12eq 62 fo @ @
2
18 e22De; 2 ZO @
2
19 6280D63 2 50 ea ¢
3
20 esaDesg 2 50 a a
€3
21 esaDes 2 50 a a s
€3
22 6380[67 2 fo @ eCL 5o
7
23 e7aspes 2 50 a ZO 50
8
24 6880167 2 5o g 50 50
7
25 e7aspes 2 0 ZO S0 %0
8
26 688()[67 2 o 50 S0 S0
€7

La méaquina se para puesto que no existe ningin cuadruple que comience por ezsg y
el resultado que ofrece, como cabia esperar, es 2.

Ejemplo 2. Construimos una maquina de Turing que cuando introducimos un
numero natural n, escrito en notacién unaria, la maquina nos devuelve ese ntimero multi-
plicado por 3, también en notacién unaria. En la inicializacién, la maquina tiene su cabeza
lectora-inscriptora examinado el primer “1” de la sucesién y el estado de partida es el eg.
Utilizaremos dos simbolos adicionales “a” y “b*”. “a” aparecera en lugar de un “1”, para
indicarnos que el “1” que ocupaba esa posicién ya ha sido o estd siendo triplicado y “b”
nos senalara cuantos “1” debemos anadir para conseguir nuestro objetivo.
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Tema 2: Maquinas de Turing 5
La idea intuitiva en que nos basamos para disenar la maquina es la siguiente:

1) Tomamos el primer “1” de la sucesion, lo sustituimos por “a”, localizamos el final de
la sucesion de “1” y anadimos dos “b”.

2) Buscamos el primer “1” que aparezca en la sucesién. Si no lo hay, se va al paso 4.
En otro caso, lo sustituimos por “a”, localizamos el final de la sucesion de “1” y “b”.
Tras ello, anadimos dos “b” a la sucesion de éstas.

iteram u n .

3) Reiteramos 2) hasta que se acaben los “1”

[T

4) Sustituimos “a” y “b” por “1” y el proceso se acaba.

Una maquina de Turing que realice las operaciones indicadas serd aquella que tiene

S ={so,1,a,b}, E={e; |i=1,...,7} y

¢ = {e1laes, eaaDesy, ea1Desy, eabDesy, easobes, esbDey,

esSobes, esbles, eslles, esaDeq, e1bbeg,

esaleg, ecbleg, egsoDer, eraler, ezl Der, ezbler}

En el caso particular de introducir una sucesién con dos “1”, los movimientos que
realizara la maquina diseniada son los siguientes:

CINTA
MOVIMIENTO | ACCION ESTADO
. . 1 1
Inicio -
€0
1 1
1 601[60 eo
2 eosoDe, Lo
€1
3 e1laes a 1
€2
4 esaDes a 1
€2
5 eslDey | @1 %0
€2
6 6280b63 a 1 b
€3
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3. Diseno de maquinas de Turing

CINTA
MOVIMIENTO | ACCION ESTADO
7 €3bD€4 a 1b %o
€4
8 6480b65 a 10 eb
5
9 65bI€5 a 1 b b
€5
10 esbles a 1 bb
€5
11 es1les a 1 b0
€5
12 esaDeq a 1.b0b
€1
13 e1laes a a b b
€2
14 esaDes a a bob
€2
15 esbDes @ a b b
€2
16 €2bD€2 a a bb 50
€2
17 6280b63 a a b b b
€3
18 esbDey a a b b b sy
€4
19 easobes a a b b b b
es
20 esbles a a b b b b
€5
91 esbles a a b b b b
€5
99 esbles a a b b b b
€5
923 esbles a a b b b b
€5
94 esaDe; a a b b b b
€1
25 61bb€6 a a b bbb
€6
2% esbles a a b b b b
€6
27 esaleg a a b bbb
€6
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Tema 2: Maquinas de Turing 7

MOVIMIENTO | ACCION Eg%%O
28 egaleg ZZ @ a b bbb
29 egsoDer 50 57 a b bbb
30 eralen So 617 a b b b b
31 er1De; so 1 :7 bbbh
29 eralen so 1 e17 b b b b
33 er1Dex so 1 1 eb7 b b b
a4 erbles so 1 1 617 b b b
a5 e1Dex so 1 1 1 eb7 b b
2 erbler so 1 1 1 617 b b
37 e71Der so 1111 :7 b
23 erbles so 1 1 1 1 617 b
2 or1Der 5o 1 1 1 1 1 eb7
10 orblor so 1 1 1 1 1 61
" iDes |0 T T T 1 11 25

La méaquina se para puesto que no hay ningun cuaddruple que comience por e7sg. Por tanto,
ha finalizado la computacion y el resultado que ofrece es 6 ‘1, tal y como cabia esperar.

Ejemplo 3. La maquina que aqui presentamos nos permite “traducir” un ntmero
natural a su expresion por marcas, esto es, si en la cinta de la maquina escribimos un
nimero natural cualquiera en el sistema decimal y hacemos que la maquina actie, aparece
escrito en su cinta tantos “1” como el nimero que hayamos introducido, estando el resto
de las casillas vacias. En las etapas intermedias se deja una casilla en blanco entre los
lugares reservados para los digitos del nimero y la correspondiente sucesiéon de “1” que se
va generando a la derecha de la casilla vacia indicada.

El proceso que vamos a seguir para disenar una maquina que logre este objetivo se
divide en varias etapas:

1) Localizamos la cifra de las unidades del nimero N.
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2)

3. Diseno de maquinas de Turing
Escribimos N — 1 en las casillas reservadas a los digitos de N y el “1” que hemos
restado lo escribimos a la derecha dejando una casilla sin ningiin simbolo entre las
cifras de N — 1 y este “1”, para evitar confusiones posteriores.
Examinamos si el nimero que aparece escrito a la izquierda de la casilla en blanco es
o no 0. Si lo es, se sustituye “0” por sg y se acaba el proceso. En caso contrario, se

pasa al siguiente paso.

Localizamos la cifra de las unidades del niimero que esta escrito a la izquierda de la
casilla vacia.

Restamos una unidad a dicho nimero y anadimos un “1” a la sucesién de éstos.

Reiteramos los pasos 3), 4) y 5).

La méquina que buscamos tiene por simbolos S = {0,1,...,9,s0}, estados E =

{eo,...er} y cuddruples:

¢ = {eo0Deg, el Dey, e92Deg, e93Deg, egd Deg, eo5Deg, eg6Dey,
eoT7Deg, eg8Deg, e09Deg, egsoler, e198eq, €187es, e176es,
e165es9, e154eq, 614369, 6132€5, 12169, 110e5e109e7, €791 e,
e20Des, ea1Deg, e52Des, e23Des, eadDes, e25Des, es6Des,
esTDes, e98Des, e59Des, easgDes, e3lDes, ezsgleg, eqlley,
easoles, es01es, eslleg, e522eq, e533eq, esddeq, €e555¢eg,

656660, 657760, 658860, 659960, €5SOD€6, 6608067, 6780D€6}

Para que la maquina funcione de manera adecuada, debe encontrarse en el estado eg

con su cabeza situada sobre alguna de las cifras del niimero natural que hayamos anotado
en la cinta.

Esta ultima maquina en combinacion con las anteriores nos sirve para construir otras

maquinas de Turing que multipliquen niimeros naturales por un nimero fijo. Asi,

Fase 1: Convertir el niimero natural en su expresién por marcas.

Fase 2: Aplicar las mismas acciones que conducen a la multilplicacién por 3 (6 en
general por k).

Fase 3: Contar cuantos “1” aparecen en el resultado obtenido en la fase 2 y anotar en
la cinta dicho nimero.

Unicamente se precisard ser un poco cuidadoso con los indices de los estados, de

manera que encajen adecuadamente (habra que realizar un corrimiento en dichos indices).
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