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2. Descripcion de una maquina de Turing.

Intuitivamente, podemos interpretar una méaquina de Turing como cabeza lectora-
inscriptora a través de la cual pasa una cinta que consta de una serie de casillas contiguas
y es tan larga a derecha y a izaquierda como se desee. La cabeza lectora-inscriptora es
capaz de imprimir un nimero finito de simbolos sg, $1,..., S, y de estar en un nimero
finito de estados eg, eq,..., €,. En un momento dado, la cabeza se encuentra sobre una
casilla determinada que contiene un unico simbolo s; en un estado e; y dependiendo de
las instrucciones que posea realizard una de las siguientes acciones: moverse una casilla
a la derecha, moverse una casilla a la izquierda, cambiar el simbolo s; por s, 6 parar.
Opcionalmente, en las tres primeras posibilidades variard su estado interno y continuara
el proceso descrito.

Procedemos a dar la definicién formal de mauina de Turing. Salvo que se indique

lo contrario, trabajaremos con S = {sg, s1,..., S, conjunto finito cuyos elementos de-
nominamos simbolos y con F = {eg,...,e,} conjunto finito cuyos elementos llamamos
estados.

Necesitamos introducir previamente la nociéon de cuadruple:

Definicion. Un cuadruple es una 4-tupla de uno de los tres tipos siguientes:
i) e;s;sker
ii) e;s;De
iii) e;s;le;,
donde e;, ¢; € E, s, s, € Sy D e I denotan derecha e izquierda, respectivamente.
Por abuso del lenguaje, hemos omitido el simbolo (, , , ), entendiendo que dos expre-
siones del tipo anterior son iguales si y sélo si tienen iguales sus componentes. Cada uno
de estos cuadruples corresponden a un tipo de movimiento de la descripcién intuitiva dada

anteriormente. Esto es:

i) e;s;ske; se interpreta de la manera siguiente: al examinar el simbolo s; en el estado
e;, borra el s;, imprime s y entra en el estado e;.

ii) e;s;De; significa: cuando examines el simbolo s; en el estado e;, mueveté una casilla
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hacia la derecha y pasa al estado e;.

iii) e;s;le; significa: cuando examines el simbolo s; en el estado e;, mueveté una casilla
hacia la izquierda y pasa al estado e;.

Dos cuadruples seran distintos cuando difieran en una de las componentes del mismo.

Definicién. Sean S = {so,...,S$m}, £ = {eo,...,en} y € tres conjuntos finitos
no vacios cuyos elementos son simbolos, estados y cuadruples, respectivamente. Diremos
que ¥ = (5, E,€) es una maquina de Turing si € satisface la propiedad siguiente: no
existen dos cuddruples distintos en € que comiencen por e;s; para algunos i € {0,...,n}

y j€{0,...,m}.

Equivalentemente, una maquina de Turing consiste en dar una correspondencia

f: ExS — (SU{l,D})xFE
(ei,85) +— f(ei, s;)

que cumple que a cada (e;, s;) le corresponde a lo sumo un f(e;, s;).

Observemos que:

i) El conjunto imagen de esta correspondencia consiste de elementos del tipo (s, e€;),
(D, 6[) o) (I, 61).

ii) La correspondencia anterior no es en general una aplicacién en el sentido que conoce-
mos, puesto que no todos los elementos de F x S tienen una imagen por f.

La condicién de que no existan dos cuadruples que comiencen con el mismo par de
elementos de E x S, esto es, para cada (e;,s;) € £ x S se verifica |{f(e;,s;)}| <1, supone
que en cada instante el movimiento a realizar por la maquina esta totalmente determinado,

no cabe ambigiiedad sobre lo que tiene que hacer.

La méquina se parard si se encuentra en un estado e; examinando un simbolo s; y no
existe ningtin cuddruple que comience por e;s;.

Ejemplo. Se consideran los conjuntos S = {sg, s1,82,83} v E = {ep,e1,e2}. Estos
conjuntos junto con los siguientes cuadruples:

¢ = {epsoDer, e15152€2,e0811ea, €250l ea, e9s2leq, e25351€0}

constituyen una maquina de Turing.
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Interpretando la maquina anterior como una correspondencia tenemos:

f: ExS — (SU{l,D})xE
(e0,S0) — (D,eq)
(60,81) — (I, 62)
(eg,s82) +—— (I,e1)

(61, 81) — (82762)
(62,80) — (I, 62)
(62, 83) — (81,60)

También podemos visualizar las acciones de una maquina de Turing mediante una tabla.
Asi, los cuddruples del ejemplo anterior vienen dados por:

S0 S1 S92 S3
€0 D€1 I€2 161
€1 52€2
es| Ieo S1€0

Para elaborar este cuadro hemos utilizado el siguiente criterio: Cuando la maquina se
encuentre en el estado e; examinando una casilla que lleve el simbolo s;, en la casilla (i, j)
correspondiente aparece el movimiento a realizar. Si no hay nada, significa que la maquina
se para.

Del hecho de que para cada par (e;,s;) pueda haber a lo sumo un cuadruple que
comience por él, se sigue que podemos contar el nimero de maquinas de Turing distintas
que se pueden dar con un mismo conjunto de simbolos y estados, entendiendo que dos
maquinas seran diferentes si presentan, al menos, un cuadruple distinto.

Teorema 2.1. El numero de mdquinas de Turing diferentes que se pueden crear con
m simbolos y n estados es (n(m +2) + 1)"™ — 1,
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