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Tema 1: Semigrupos

2. Subsemigrupos.

Definicién. Sea (.5,.) un semigrupo y A C S. Se dice que A es un subsemigrupo
de S si (A, . 4) es un semigrupo.

Cuando A sea subsemigrupo de S escribiremos: A < S.

Definicién. Sea (S,.) un monoide y A C S. Se dice que A es un submonoide de S
si (A,. 4) es un monoide.

Dado un semigrupo (S,.) y A C S, si denotamos por A? al conjunto {a.b | a,b € A},
podemos dar una caracterizacién equivalente del concepto de semigrupo. En efecto,

Proposicién 2.1. Sea (S,.) un semigrupo y A C S. Entonces, A es subsemigrupo de
S si y solo si A% C A.

Ejemplo. (N, +) es un subsemigrupo de (Z,+).

Como se observa en el ejemplo anterior, un subsemigrupo de un monoide no tiene
que ser necesariamente submonoide. Maés ain, si A es un submonoide del monoide S,
puede suceder que tenga A y S elementos identidad distintos. Por ejemplo, ({0},.) es un
submonoide de (Z,.). y el elemento neutro del primero es el 0 y del segundo 1.

Por otro lado, puede suceder que un semigrupo o un monoide tengan subsemigrupos
que sean ademds grupos. Por ejemplo, en (Z,.) el subsemigrupo ({1,—1},.) es un grupo.
Al subsemigrupo més grande que sea grupo lo llamaremos grupo de las unidades.

Definicién. Sea (S,.) un monoide. Al conjunto Gg = {s € S | s es inversible} se le
llama grupo de las unidades de (S,.).

Es inmediato probar que G'g es un conjunto no vacio y que (Gg, .) es un grupo. Cuanto
mayor sea (Gg mas proximo esta el monoide S de ser un grupo.

Ejemplo. En el monoide S = {f : RxR — R xR | f es aplicacién} con la operacién
composicién de aplicaciones (f o g es la imagen por la operacion del par (f, g)) el grupo de
las unidades G'g viene dado por Gg = {f : R xR — R xR | f es biyectiva}
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2 2. Subsemigrupos

Nos ocupamos ahora de estudiar que sucede con la intersecciéon y unién de subsemi-
grupos.

Proposicién 2.2. Sea (5,.) un semigrupo. Cualquier interseccion de subsemigrupos
no vacia es un subsemigrupo.

En cambio, la unién de subsemigrupo no es necesariamente un subsemigrupo. Por
ejemplo, si tomamos el semigrupo (Z,.) y los subsemigrupos S; = {2" | n € N} y Sy =
{1, —1} resulta que S; U S5 no es subsemigrupo de (Z,.) ya que —1.2" ¢ S; U Ss.

Por otro lado, si (S,.) es un semigrupo y ) # T C S, podemos considerar todos los
subsemigrupos de S que contengan a 7. Entonces, segin acabamos de ver, la interseccién
de éstos es un subsemigrupo, que ademads es el mas pequeno que contiene a 1. A este
subsemigrupo se le llama subsemigrupo generado por 7 y lo denotaremos por < T' >.
Si T = {t1,...,t,} escribiremos < t1,...,t, > en lugar de < {t1,...,t,} > para denotar
el subsemigrupo generado por 7.

Es obvio que T' es un subsemigrupo de (5,.) si y sélo si T'=< T >. Por otro lado,

de la propia definicién de < T >, se sigue que T C< T >. Ademas, si denotamos por
TF ={ty...ty | t1,...tx € T}, siendo k € N, podemos dar una caracterizacion de < T >:

Proposicién 2.3. Sea (S,.) un semigrupo y 0 # T C S. Entonces, <T >= U, eNT™.

Cada semigrupo (S, .) verifica que < S >= 5. Ademds, si T cumple < T >= S (esto
esT generaa Sy T CV CS, esclaro que <V >= 5. Entonces, nos intersa buscar los
subconjuntos T' que sean lo més pequenos posibles y que generen a S.

Definicién. Sea (.5,.) un semigrupo. Se dice que S estd finitamente generado si
existe T finito tal que T genere a S.

Definicién. Sea (.S,.) un semigrupo. Se dice que S es ciclico si existe t € S tal que
<t>=S5.

Ejemplos.
(1) El semigrupo (N, +) es un semigrupo ciclico ya que < 1 >= N.

(2) El semigrupo (N U {0}, +) estd finitamente generado ya que < 0,1 >= N pero no es
ciclico.

(3) El semigrupo (N,.) no es ciclico ni finitamente generado.
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