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Inferencia con estimadores de informacién limitada Propiedades de los estimadores MCI, MC2E
Contrastes de restricciones con MCl y MC2E

Propiedades de los estimadores MCl, MC2E

La ecuacion de interés de la forma estructural es

2

Yy = 4 o  + u uj ~ (0,07 /7)
~— ~— —~— ~—
Tx1 Tx(Gi+K;) (G+Kj)x1  Tx1

onde 2= [, x] = | |
J

e Las variables enddgenas y;, Y; se determinan en el sistema
conjuntamente a partir de los errores estructurales
uj j=1,---,G — Yj no son independientes de u;.
e En general Y estaran correlacionados con el término de
s -z /
perturbacién de la ecuacién uj — E(Y/u;) #0 .
e Las variables exdgenas X son independientes de los errores
estructurales — E(X'uj) = 0.
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Inferencia con estimadores de informacién limitada Propiedades de los estimadores MCI, MC2E

Contrastes de restricciones con MCl y MC2E

Propiedades de los estimadores MCl, MC2E

Hemos obtenido los estimadores de MCl y MC2E de los pardmetros
0; de interés como estimadores de Variables Instrumentales:

1

M = (X'Z) T Xy = 6+ (X'Z) T X

donde la matriz de instrumentos es X, la matriz de datos de las
variables exdgenas del sistema.

W= (22) Ly =0+ (32) 2

donde la matriz de instrumentos es
Z= % X| = X(X)7X'Y; X] = [PxY; Xl En el caso
de exacta identificacion ambos estimadores coinciden.
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Inferencia con estimadores de informacién limitada Propiedades de los estimadores MCI, MC2E
Contrastes de restricciones con MCl y MC2E

Propiedades de los estimadores MCl, MC2E

e Las propiedades de estos estimadores para muestras finitas en
general son desconocidas.

e Son estimadores no lineales dado que la matriz Z;, donde se
incluye Y;, aparece de forma no lineal en la expresién del
estimador.

e En general serdan estimadores sesgados, E(SJMCQE) #0jy
E(SJMC’) # d; ya que Yj no son independientes de uj, por lo
que E(u;\ Z;, X) # E(u;) = 0.

e Bajo ciertas condiciones se pueden obtener para estos
estimadores propiedades asintéticas: consistencia y normalidad
asintdtica.
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Inferencia con estimadores de informacién limitada Propiedades de los estimadores MCI, MC2E

Contrastes de restricciones con MCl y MC2E

Propiedades de los estimadores MCl, MC2E

Para analizar la consistencia consideramos el limite en probabilidad
del estimador,

. 1 -1 1
plim 8" = &; + <plim T X’Zj> plim (7 X' u,-)

—1
plim 6}"*F = 5; + (P”"" %Z’Zf) plim (% Z""f)
Bajo las condiciones del teorema de Mann-Wald, y suponiendo
que plim (% X’ZJ-) = (xz; es una matriz finita y definida positiva:

-1
plim 8§V = &; + (plim % X,Zj) plim (% X' Uj) =6+ Q;ZIJ. 0

Entonces, el estimador (5JMC’

; - plim gMCl
es consistente: plimo;"~" = §;
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Inferencia con estimadores de informacién limitada Propiedades de los estimadores MCI, MC2E

Contrastes de restricciones con MCl y MC2E

Propiedades de los estimadores MCl, MC2E

e Si la ecuacién estd identificada plim %%’ZJ serd invertible y bajo
las condiciones del Teorema de Mann y Wald:
. AMC2E 1\ 15, ~1
plim o; =0; + p/lm?Zij plim ?ZJ u | =6+Q,, 0
)
El estimador MC2E es consistente: plim 3JMC2E =0;

e Distribucién asintética: utilizando el Teorema de Wald y el
Teorema de Cramer,

VT (5= 5) <5 N (0, 00 xxz)
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Inferencia con estimadores de informacién limitada Propiedades de los estimadores MCI, MC2E
Contrastes de restricciones con MCl y MC2E

Propiedades de los estimadores MCl, MC2E

Un estimador consistente de la matriz de varianzas y covarianzas
asintdtica es:

Va(VToM) = T 67 (X'Z;) 7 (X'X) (Z/X)

: Ao Gl Y N
siendo 62 = 1L =1 (yj - ZJ-(SJMC’) (yj - ZjéjMC’>.
Esto mismo aplica para el caso del estimador MC2E con

identificacidn exacta, ya que ambos estimadores en ese caso
coinciden.
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Inferencia con estimadores de informacién limitada Propiedades de los estimadores MCI, MC2E
Contrastes de restricciones con MCl y MC2E

Propiedades de los estimadores MCl, MC2E

Utilizando el Teorema de Mann y Wald y el Teorema de Cramer,
SMC2E d 2~-1
ﬁ(aj faj)HN(o, UJQZ-ZJ-)

Un estimador consistente de la matriz de varianzas y covarianzas
asintdtica es

-1

Es incorrecto calcular 6J? utilizando la suma de cuadrados residual
de la segunda etapa, ya que en ese caso se obtendrian los residuos

de forma incorrecta como (yj — ZJ-(SJMQE).
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Inferencia con estimadores de informacién limitada
Propiedades de los estimadores MCI, MC2E

Contrastes de restricciones con MCl y MC2E

Contrastes de restricciones con MCl y MC2E

Utilizando los resultados anteriores podemos derivar el estadistico
de Wald para contrastar restricciones lineales sobre §;. En general,
podemos escribir la hipdtesis nula y la alternativa como:

H03 R . 5] = r
(ax(G+K)) (G+K)x1) (qx1)
HA . R(Sj 75 r

siendo g el niimero de restricciones bajo la hipdtesis nula y G; + K;
el nimero de pardmetros en la ecuacién estructural de interés
El estadistico de contraste y su distribucién asintética bajo Hp son:

(RS — r) [RVa(VTE) RT (RS — r) 28 2
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Inferencia con estimadores de informacién limitada =
Propiedades de los estimadores MCI, MC2E

Contrastes de restricciones con MCl y MC2E

Contrastes de restricciones con MCl y MC2E

Para el caso de MCl o MC2E con exacta identificacidn, la
expresion del estadistico para g > 1 quedaria

(RSJ{VICI . r)' [R&jz (X'Zj)_l (X/X) (Zj'X)_l R,]—l (RSJMCI . r) MX?;

y para MC2E en general,

-1

(RME_ 1y |R&? [(Zj’x) (x'x)" (X’Z,—)]_1 R'| (REMCE_ )22
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Inferencia con estimadores de informacién limitada
Propiedades de los estimadores MCI, MC2E

Contrastes de restricciones con MCl y MC2E

Contrastes de restricciones con MCl y MC2E

Para g = 1, el estadistico en cada caso quedaria,
(RG}" = 1)
~ _ —1
VRE2 (X'Z) 7 (X'X) (ZX) ' R

L% A7 (0,1)

(RME 1)
1

L% A7 (0,1)
VR [(2X) (xx) " (x'2)) " R

Dado un nivel de significacién, la regla de decisién del contraste en
cada caso serd la habitual, bien utilizando el valor critico en la
distribucién asintética bajo Hy o el valor p.
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Propiedades de los estimadores MC3E y MVIC

Inferencia con estimadores de informacién completa
P Contrastes de restricciones lineales con MC3E

Propiedades del estimador MC3E

Bajo las condiciones de identificaciéon de todas las ecuaciones del
sistema y suponiendo que las perturbaciones del sistema satisfacen
u~ (0,(X® /7)), la distribucién asintética del estimador MC3E
es

\/7<3MC3E —6) N 0, plim <%2/ <f*1®/) 2)1

Un estimador consistente de la matriz de varianzas y covarianzas
asintdtica es

Va(VTHMOE) = 7 (2 (52 @1) 2)
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Propiedades de los estimadores MC3E y MVIC

Inferencia con estimadores de informacién completa
P Contrastes de restricciones lineales con MC3E

Propiedades del estimador MC3E y MVIC

e El estimador MC3E es asintéticamente el mds eficiente de
entre todos los estimadores de Variables Instrumentales que
sélo utilizan la informacién muestral incorporada en el sistema.

e Para perturbaciones normalmente distribuidas, MC3E tiene la
misma distribucién asintética que el estimador de MVIC.

e Si el supuesto de Normalidad es cierto y todas las
restricciones a priori impuestas de identificacién son correctas,
el estimador MVIC es consistente y asintéticamente eficiente.

e La matriz asintética de varianzas y covarianzas para el
estimador de MVIC bajo Normalidad es idéntica a la del
estimador MC3E.
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Propiedades de los estimadores MC3E y MVIC

Inferencia con estimadores de informacién completa Py o
p Contrastes de restricciones lineales con MC3E

Contrastes de restricciones lineales con MC3E

El estadistico de Wald para contrastar restricciones lineales sobre §
se puede derivar utilizando los resultados anteriores:

Para un contraste general de restricciones lineales sobre los
coeficientes del sistema:
Hy : R . ) — r
(ax XL (G+K)) (TG +K)x1)  (gx1)

Ha:R6#r

El estadistico de Wald de contraste y su distribucidn asintética
bajo Hy son:

. S I d.H
T(Romcse — r) [RVa(VTomcse) RT7 (Rdmcse — r) 3 X2
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Contrastes de Especificacién

Contrastes de Especificacion: Introduccidn

Partimos de la especificacion de un modelo estructural lineal
YB' + XI'=U

donde Y es la matriz (TxG) de observaciones de las variables
endégenas, X es la matriz (TxK) de observaciones de las variables
predeterminadas y/o exdgenas, U es la matriz (TxG) de
perturbaciones estructurales.

La especificacién del modelo que consideraremos bajo la hipdtesis
nula a contrastar es aquél donde las matrices de coeficientes B y I'
estdn sujetas a restricciones a priori las cuales permiten la
identificacidén de la ecuacién o ecuaciones a examinar. Por
simplicidad, suponemos que estas restricciones son de exclusion,
por lo que ciertos elementos de B y I serdn ceros.
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Contrastes de Especificacién

Contrastes de Especificacion: Introduccidn

e Se tiene que decidir si se contrastard todo el sistema en su
conjunto o si se va a considerar cada ecuacién separadamente.

e La primera aproximacion puede requerir en ocasiones un
importante coste computacional y tamafnos muestrales
relativamente grandes para que la teoria asintética sea una
aproximacién adecuada.

e La inadecuada especificacién de alguna de las ecuaciones
puede llevar a rechazar la especificacion de todo el sistema.
Tiene la ventaja de poderse utilizar a la hora de desarrollar un
contraste de especificacién del sistema en su conjunto.

e Si se rechaza la adecuada especificacién del sistema se puede
considerar estimar cada ecuacién por separado.
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Contrastes de sobreidentificacién
Contrastes de exc idad

Contrastes de Especificacién

Contrastes de Especificacion: Introduccidn

e En el caso de contrastes en una ecuacién basados en
informacién limitada, consideramos una ecuacién del sistema
que esta sobreidentificada, por lo que KJ* - G; > 0.

e Esto permite llevar a cabo un contraste de la validez de los
instrumentos, de las condiciones de ortogonalidad de estos
con las perturbaciones y a su vez de la adecuacién de la
especificacién de la ecuacién propuesta en concreto.

e Bajo la hipétesis nula, el nimero de restricciones es el
nfiumero de restricciones de sobreidentificacién dj.
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Contrastes de sobreidentificacion

PP Contrastes de ex dad
Contrastes de Especificacién istes de exogeneida

Contrastes de Especificacion: Introduccidn

e Si no hay sobreidentificacién entonces esto no se puede llevar
a cabo, ya que tenemos exactamente los instrumentos que
necesitamos para poder identificar los pardmetros de la
ecuacién estructural.

e Este tipo de contraste se puede realizar también considerando
el sistema en su conjunto siempre y cuando alguna o algunas
de las ecuaciones estén sobreidentificadas.

e En este caso, el nimero de restricciones a contrastar bajo la

hipdtesis nula de correcta especificacion del sistema seran
G .
Y7 qd;.
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Contrastes de sobreidentificacion

PP Contrastes de ex dad
Contrastes de Especificacién istes de exogeneida

Contrastes basados en informacién limitada

e Contraste de razén de verosimilitudes de Anderson y Rubin.
LR; = T( - 1) —6)

donde A; es el menor valor propio asociado a la estimacién MVIL
de la ecuacién j-ésima.

En Gretl al estimar por MVIL, el ouput del programa computa una
variante de este estadistico, T In\;, que para valores de )\
cercanos a 1 es una buena aproximacién a LR;.
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Contrastes de sobreidentificacion

i Contrastes de geneidad
Contrastes de Especificacién astes de exogenelda

Contrastes basados en informacién limitada

e Estadistico de Sargan.

u
TR2=T

donde G = y; — ZJSJ siendo Sj bien el estimador MC2E o el de
MVIL. Por lo tanto el R? es el coeficiente de determinacién no
centrado de la regresién por MCO de i; sobre todas las variables
exégenas o predeterminadas X.

Bajo la hipdtesis nula de correcta especificacion de la ecuacién
j-ésima el estadistico

d,H
TR2 9 X(K* )
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Contrastes de sobreidentificacion

PP Contrastes de exogeneidad
Contrastes de Especificacién istes de exogeneida

Contrastes basados en informacién limitada

e Estadistico de Basmann.

GX(X'X) X0/ (K — G) 0 Pxty /(K = G) _ T-K

F= = =
(@i — XX X @) [(T—K) @ Mea/(T—K) K — G

N ; o0 A+ B+
donde )\j se obtiene utilizando ﬁJ.’MQE en lugar de Bj,MV/L'

o El estadistico de Basmann se distribuye bajo la hipdtesis nula de

correcta especificacién de la ecuacién j-ésima como una
FIKK? — G).(T — K)].

o Se puede utilizar la misma regresién auxiliar de los residuos
MC2E sobre X para obtener ambos estadisticos, Sargan y
Basmann.
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Contrastes de sobreidentificacion

PP Contrastes de ex dad
Contrastes de Especificacién istes de exogeneida

Contrastes basados en Informacién Completa

e Contraste de Razén de Verosimilitudes.

El contraste se construye comparando el valor del logaritmo de la
funcién de verosimilitud una vez estimado el modelo no restringido
sin imponer las restricciones de sobreidentificacién (modelo
exactamente identificado) con el modelo restringido (se imponen
restricciones no lineales en los pardmetros de la forma reducida).

d,H,
LR=T(In|Wg|—In|Wy|) == X%zle(!g-*—c,-))

1 T A~ A~ -
donde W = 4>, V; V; siendo

~ A - A N .
Vie = yit — TiaX1e — RioXor — -+ - — Mk XKkt = Yir — Xt utilizando el
estimador de 7;,i = 1,--- , G en cada caso, restringido y sin
restringir.
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Contrastes de sobreidentificacion

PP Contrastes de exogeneidad
Contrastes de Especificacién istes de exogeneida

Contrastes basados en Informacién Completa

e Contraste de Hansen-Sargan.

En este caso se contrasta la especificacion de todo el sistema en su
conjunto, o todas las restricciones de sobreidentificacién. Para ello
se utiliza un estimador de informacién completa, bien 3SLS o bien
MVIC.

Dado el sistema

Y1 Z 0 -~ 0 o1 uy
2 0 2 --- 0 5o Uy
. = . . .. . . + .
Yo 0 0 - Z de ug

donde J = ZJGZI(GJ + Kj)yu~(0,(XQ /7)) y todas las
ecuaciones estan identificadas tal que ZJ-Gzl(Kj* - Gj) > 0.
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Contrastes de sobreidentificacion

PP Contrastes de exogeneidad
Contrastes de Especificacién istes de exogeneida

Contrastes basados en Informacién Completa

Una vez obtenidos el estimador de § por MC3E se evalia la
funcién que minimiza este estimador, utilizando un estimador
consistente de ¥, por ejemplo, el basado en los residuos de estimar
cada ecuacién por MC2E. Esta variable aleatoria, resultante de
evaluar el criterio que minimiza 3MC3E, es

(y ZéMcg,E) -1 ®X X X —lx! )(y Z(SMC?;E) = u 71 ® Px)ﬁ

y tiene bajo la hipdtesis nula de correcta especificacion del sistema

una distribucién asintética x?2 )
X(=8, (k7 ~6)
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Contrastes de sobreidentificacion

Contrastes de Especificacién Coniimrsics iz @emamitd

Contrastes de exogeneidad: Introduccién

e En el modelo de ecuaciones simultdneas se especifica en cada
ecuacién cuales son las variables enddgenas incluidas y cuales
son las exdgenas o predeterminadas incluidas y excluidas en
cada ecuacién. Estas variables exogenas se suponen
incorreladas con los términos de perturbacién estructurales.

e Estos contrastes tratan de diagnosticar si existe evidencia de
la existencia de variables consideradas como exdgenas que
puedan no serlo. En este sentido se trata de contrastar la
ortogonalidad entre esas variables y los términos de
perturbacién estructurales o, asintéticamente,
plimL(X'U) = 0.
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Contrastes de sobreidentificacion

Contrastes de Especificacién Coniimrsics iz @emamitd

Contraste de Hausman

e J.A. Hausman en su articulo " Specification Tests in
Econometrics” que estd publicado en la prestigiosa revista
Econometrica (Vol. 46, No. 6 Nov. 1978, pp. 1251-1271),
presenta la forma de contrastar una incorrecta especificacién
del modelo tal que no se satisfaga el supuesto de
ortogonalidad entre regresores y el término de perturbacién.

e En el contexto de un modelo de regresidon estandar esto se
puede deber a errores de medida en las variables explicativas,
omisidén de variables o factores no observables correlacionados
con las variables incluidas o endogeneidad de ciertos
regresores que se determinan simultdneamente con la variable
dependiente.
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Contrastes de sobreidentificacion

Contrastes de Especificacién Coniimrsics iz @emamitd

Contraste de Hausman

En el contexto de una ecuacion,

2
y; = YJ ﬂj + XJ v + uj UJ'NN(O,UJ-/T)
~— NN NN N
Tx1 TxG; Gjx1 TxK; Kjx1 Tx1

Se quiere contrastar si las variables en Yj son o no endégenas. En
este caso bajo la hipdtesis nula, todas las variables explicativas
estarian incorrelacionadas con u; y bajo la alternativa, las variables
en Y serian enddgenas y estarian correlacionadas con el término
de error. Las variables en X; se las considera en ambos casos
ortogonales al término de perturbacién.

OCW 2013 Marta Regtilez Castillo Inferencia y Especificacién en Modelos de Ecuaciones Simultanea



Contrastes de sobreidentificacion

Contrastes de Especificacién Coniimrsics iz @emamitd

Contraste de Hausman

Los dos estimadores a comparar en el contexto de informacién
limitada son el de MCO (bajo Hp consistente y asintéticamente
eficiente y bajo H, inconsistente) y el de MC2E (bajo Ho y Ha
consistente) donde se utilizan todos los posibles instrumentos
X = (XJ,XJ*) siendo K = K; + K.

En este caso, el estadistico de Hausman es

. . < N d,H
H = (0j,mc2E — 9j,mc0)' D (0jmc2E — djmco) = X{q,)

donde DT denota la inversa generalizada de la matriz
A2 -1 -1
D =67 ((ZiPxZ)™" = (£Z)™")

donde 6J? es un estimador consistente de UJ? y Zi = (Y X;).
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Contrastes de sobreidentificacion

Contrastes de Especificacién Coniimrsics iz @emamitd

Contraste de Hausman

Hay una forma mds sencilla y equivalente de llevar a cabo el
contraste de Hausman.

e Se obtienen los valores ajustados de Y; dada la estimacién de
la forma reducida

Y, = X(X' X)Xy,

y lo residuos

A

Vi=Yi-¥
e Estimar por MCO la ecuacién
Y; = i+ Xij + Vjej + ¢;

e Contrastar mediante un estadistico F usual la significatividad
de V; donde bajo Hp : aj = 0, se contrastan G; restricciones
de exclusion.
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Contrastes de sobreidentificacion

Contrastes de Especificacién Coniimrsics iz @emamitd

Contraste de Hausman

e Finalmente, Hausman (1978) considera la aplicacién de su
contraste como un contraste de especificacién del sistema de
ecuaciones simultdneas en su conjunto.

e Se comparan los estimadores MC3E y MC2E del conjunto de
pardmetros del sistema.

e Para ello, al menos alguna ecuacién ha de estar
sobreidentificada por que sino ambos estimadores son iguales
y su diferencia seria cero.
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Contrastes de sobreidentificacion

Contrastes de Especificacién Coniimrsics iz @emamitd

Contraste de Hausman

e Se considera que bajo la hipétesis nula de correcta
especificacién de todas las ecuaciones del sistema, el
estimador de 9 en el sistema por MC3E es consistente y
asintdticamente eficiente pero bajo la hipdtesis alternativa de
mala especificaciéon no es consistente. Esto ocurrira si al
menos una de las ecuaciones del sistema no
estd correctamente especificada.

e Por otro lado, el estimador de § obtenido por MC2E en cada
una de las ecuaciones serd consistente bajo la hipédtesis nula
pero no asintéticamente eficiente .

e Bajo la hipétesis alternativa, solamente se estimaran
inconsistentemente por MC2E los parametros de la ecuacién o
ecuaciones mal-especificadas.
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Contrastes de sobreidentificacion

Contrastes de Especificacién Coniimrsics iz @emamitd

Contraste de Hausman

El estimador MC3E de ¢ en el sistema es

Sucse = (Z/ (E Q) Px) z)f1 (7 (EQPx)y)

y el estimador MC2E de § obtenido ecuacidn por ecuacion es

bucae = (' (16 Q) Px) Z)_l (7 (e @ Px)y)

El estadistico de contraste es

H = (Omcze — dmcze) [V (Omcae) — V(Omcse))  (Omcae — dmcse)

Bajo la hipdtesis nula de correcta especificacion se distribuye
asintéticamente como una x? con J grados de libertad.
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