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Minimos Cuadrados en 2 Etapas

e El método de Minimos Cuadrados en dos Etapas (MC2E)
también es un método de estimaciéon de Modelos de
Ecuaciones Simultaneas con informacién limitada.

e Esta técnica de estimacidn estd indicada tanto si la ecuacién
estd exactamente identificada como si estad sobreidentificada.

e Se puede considerar como un método de estimacién por
Variables Instrumentales y en el caso de exacta identificacion
MC2E coincide con MCI. La demostracién estd cubierta en las
lecturas recomendadas.
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Minimos Cuadrados en 2 Etapas

Consideremos la j-ésima ecuacién estructural del Modelo de
Ecuaciones Simultaneas, después de haberle impuesto todas las
restricciones a priori y el convenio de normalizacidn.
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Minimos Cuadrados en 2 Etapas

El método de MC2E, como su propio nombre indica, se puede
llevar a cabo en dos etapas realizando una estimacién por MCO en
cada etapa:
e 12 Etapa: Se realiza la regresion de cada variable endégena
en Y; sobre todas las variables exégenas o predeterminadas
del modelo. Esto es, se estima la forma reducida para Y:

Y, = X M+ V, —1 = (X'X)"IX'Y;
J J J J
?,; JMCO
TxG; X KxG; TxG;
21l _ |aMCO . . ~MCO 7
Mco = |71 ures } donde las columnas de I;

son respectivamente los coeficientes de la regresién de cada
variable en Y; sobre X. Se obtienen los valores ajustados de
Y; dada la estimacién de la forma reducida

Y, = X(X' X)Xy,
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A

e 2% Etapa Se realiza la regresidén de y; sobre Yj y X;.

Si denotamos la matriz de regresores de esta segunda
regresion como Zj = (\A/J XJ) el estimador resultante de J;

seria solucién al sistema de ecuaciones normales

(Z’Z) SMC2E _ Z'yJ
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Minimos Cuadrados en 2 Etapas

En la matriz Z; = (\A/J XJ) todas las columnas son funciones
lineales de las K columnas de X.
e Si la ecuacién satisface la condicién de rango para la
identificacién, y por lo tanto también la de orden
(K > Gj + Kj), la matriz (%’Z) serd de rango completo e
invertible. El sistema tendrd una unica solucién,

-1
SMC2E __ v
M~ (Z12) 2y

e Si la ecuacién no estd identificada, bien porque no se satisface
la de orden o, aunque esta se satisfaga, porque no se satisface
la de rango, el estimador 6MCQE no estad bien definido. La

matriz (Z’Z) es de rango redumdo por lo que no existe su
inversa.

OCW 2013 Marta Regtilez Castillo Estimacién MC2E, MVIL en Modelos de Ecuaciones Simultdneas



Minimos Cuadrados en 2 Etapas

Minimos Cuadrados en 2 Etapas

Dado que Px = X(X'X)71X’"y PxX; = X; se tiene
Z=[% x| = [X(XX)7X'Y; X| = [PxY; PxX]=Px[Y; X]=PxZ

Utilizando este resultado podemos obtener que el estimador MC2E
es un estimador de VI con matriz de instrumentos Z = [\A/J XJ]

~1
1 _1
SMC2E __ (515 S0, / . / _ (5. 1
WE— (Z1Z) Zyi=|Z Pz Z Pxyvi=(22) 2y,
Px Px PxPx

y la siguiente forma de obtener el estimador MC2E de §;,

BMCE — (ZiX (X'X) T X'Z) ZIX (X'X) T Xy,
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Maxima Verosimilitud Informacidén Limitada

e El método de estimacién por Maxima Verosimilitud
Informacién Limitada (MVIL) también esta dentro de la clase
de estimadores con informacién Limitada.

e Considera la estimacion de los pardmetros estructurales de
una ecuacién, teniendo en cuenta solamente la funcién de
verosimilitud de las variables enddgenas de esa ecuacién vy las
restricciones de identificacion correspondientes a la ecuacién a
estimar.

e No se tiene en cuenta en la verosimilitud el resto de variables
enddgenas del sistema ni las restricciones de identificacion
impuestas en otras ecuaciones.
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Maxima Verosimilitud Informacidén Limitada

Consideremos la ecuacién j-ésima a estimar antes de imponer la
normalizacién (8j; = 1)

Bi ¥i = Y5 B+ X vt
—~ =~
Tx1 TxG; Gjx1 TxK; Kjx1 Tx1

[ yi Y ] [ ﬂljéj ] = X; 7 +u; & Y+ﬁ+ Xjvj+u;
Tx(G+1) S~ TxK; Kjx1
(Gj+1)x1

Las ecuaciones de la Forma Reducida para YJ.Jr son las siguientes

+ . +/ +/ +
i =X My o+ X o+ Y
~ ~N— ~— =~ ~—

T(G+1)  THKKix(G+1)  TXK Kix(Gi+1)  Tx(Gj+1)
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Maxima Verosimilitud Informacidén Limitada

Senotamos por yTL' +’ a la fila t-ésima de YjJr y de X
respectivamente y por v " al vector (1x(G;j + 1)) correspondiente a
la fila t-ésima de la matrlz \/J.+.

+y + A <INt = vt
yjt H +v yjt Xjt nJ Vit

Dado el supuesto sobre la distribucién de los errores estructurales
u; ~ NID(0,X), el vector de errores de la forma reducida
correspondiente a las ecuaciones de las variables YJr en el
momento t, se distribuye v ~ NID(O0, Q*) donde QJr es la
submatriz correspondiente de Q.
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Maxima Verosimilitud Informacidén Limitada

La funcién de verosimilitud de YJ.Jr es:
L = L0597 Y5 X) =TT L0 QF v xie) =

= [T (@m) ™19/ 17 ep (<1/2)(y;: —xi) () (v —xiM))

t=1

)
InLy = —(T(G-41)/2) 2 T/2InIF 1-1/2 | S (v — xiTEY (@) (s — ;nm}

t=1
El estimador por maxima verosimilitud MVIL maximiza esta
funcidn sujeto a las restricciones que relacionan los pardmetros
estructurales de la ecuacién j-ésima con los pardmetros de la forma
reducida.
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Maxima Verosimilitud Informacidén Limitada

De las restricciones de exclusién de la ecuacién j-ésima vy la
relacion entre los pardmetros de la F.E. y la F.R. obtenemos las
siguientes ecuaciones:

I'Iﬂﬁj‘ =; K; ecuaciones (1)
I‘I;D./ﬁjJr =0 K ecuaciones (2)

Las primeras K; ecuaciones sélo muestran cémo obtener 7; dado
ﬁjr. Si podemos resolver para ﬁjr de (2), podemos utilizar esta
solucién en (1) para obtener ; y por lo tanto, los parametros
estructurales de la ecuacién j estaran identificados.

La condicién de Rango para la identificacién de la ecuacién
establece que rango(l'lz./) = G;. La condicién necesaria es que
G > K.
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Maxima Verosimilitud Informacidén Limitada

Hay tres casos a considerar:
e La ecuacidén estd exactamente identificada. No hay
restricciones sobre I'IJ.JE. Dada la normalizacién
x *’6__0:>5__(*’)71*
T jPj = j = \yy) 7y
ya que la matriz I'I“{; es cuadrada y de rango completo por lo
que existe su inversa. El estimador de 3; y ; por MVIL se
obtiene de
AMVIL _ (A% \—1a4
g = ()47
A ~ B AMVIL
Yy =7ty — Ny
siendo el estimador de I'IJTL que maximiza el logaritmo de la
verosimilitud el estimador MCO. El estimador de 3; y ~; por
MVIL coincide con MCl y entonces también con MC2E.
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Maxima Verosimilitud Informacidén Limitada

e La ecuacién no esta identificada. No hay estimacién posible.
No podemos recuperar los parametros estructurales a partir de
los pardmetros de la Forma Reducida.

e La ecuacién esta sobreidentificada.
o La sobreidentificaciéon impone restricciones sobre I'Ijr. Las
restricciones (2) son importantes.

o En este caso la solucién analitica al problema de maximizar
. !

InL; sujeto a I'I}; ﬁj’L = 0 con respecto a I'Ijr, ﬁj’L y QJ?L es

extremadamente larga y complicada.
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Maxima Verosimilitud Informacidén Limitada

El estimador MVIL de ﬁjr coincide con el estimador que minimiza
el siguiente ratio de varianzas residuales:

AT BYMY e
A

siendo M; = It — X;(X/X;) 72X y M = I — X(X'X) 1 X,

o El numerador del ratio de varianzas / es la suma de cuadrados
residual de la regresién de ; = Yj+ﬁj.+, dado ﬁJTL, sobre las
variables exdgenas X; que son las incluidas en la ecuacién
estructural a estimar

Y+5+ Xjvj + uj

Yij
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Maxima Verosimilitud Informacidén Limitada

o El denominador del ratio de varianzas / es la suma de cuadrados
residual de la regresién de j; = Yfﬁf, dado ﬁJTL, sobre todas las
variables exdgenas X.

Una vez obtenido el estimador de ﬁjr, impuesta la normalizacién,

que minimiza ese ratio de varianzas residuales, ﬁjr’ = (1, —ﬁjMV’L),
el estimador MVIL de «; se puede obtener de resolver para #;

X[y - VA = XiXg = AN = (X)X, - VA

que es el resultado de la regresién de (y; — YJBAJMV’L) sobre Xj.
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Maxima Verosimilitud Informacidén Limitada

El estimador ﬁJMV’L se puede obtener como sigue:

a) Calcular las matrices
0 =)
SP = Y{I'MYh = Y (I = XX X))~ 1x! ()Y = EE

St =Y MY =Y (I = X(X' X)X Y = EVE]

Cada columna de Ej0 = M; YjJr es el vector de residuos
minimocuadraticos obtenidos de la regresion de la columna
correspondiente de Y+ sobre X;.

Para E1 I\/IYJr es Io mismo pero incluyendo en las

regre5|ones tamblen a XJ* esto es todas las variables exdgenas
X.
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Maxima Verosimilitud Informacidén Limitada

b) Se obtienen las raices caracteristicas de la matriz (S})™*SP o
equivalentemente de la matriz D = (S})_I/QSJQ(S})_IQ.
Todas las raices son reales y mayores o iguales a la unidad.

— Se elige la menor raiz caracteristica A1

c) Particionamos la matriz S y S}

Con estos elementos disponibles se puede obtener
AMVIL _ [c0 11-1 /0 1
B = [S)—MSi] () — Aisj)

Si la ecuacién estd identificada, puede demostrarse que
A1 =1, lo que conduce a que MVIL = MCl = MC2E.
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