SoLuciON EXAMEN 3

Cuestiones.

C1l. De un endomorfismo f de R? se sabe:
(a) (1,1,1) es un vector propio de f.
(b) T = {(,y,2) € R*|z 4+ y + 2 = 0} es un subespacio fundamental de f.
(Podemos afirmar que f es diagonalizable? ;Por qué? ;Cémo es su polinomio caracteristico?(1.25 pto.)
Solucién. Observamos que (1,1,1) € T y que dim(T) = 2, luego es posible formar una base de

R? que lleve vectores propios, asi que f es diagonalizable. Su polinomio caracteristico serd de la forma
(LE — )\1)2(13 — )\2) con )\1 7é )\2, V()\l) =T y V()\Q) =< (]., 1, 1) >.

C2. Sea f : V — V una forma bilineal simétrica no degenerada. Demostrar que si v1 € V — {0y} es un
vector isétropo tal que By = {v1,...,v,} es base de V, entonces By no es una base ortogonal respecto
de f. (1.25 pto.)

Solucién. Si es una forma bilineal simétrica no degenerada, al calcular la matriz asociada respecto de
una base ortogonal ésta debe ser de rango n. Pero al ser la base orotogonal, la matriz asociada es diagonal,
luego para que sea de rango n, deben ser los elementos de la diagonal principal no nulos, estos es, los vectoress
de la base ortogonal que estamos usando son todos no isétropos. Por tanto, 28y no es base ortogonal al ser
v1 isétropo.

C3. Se considera el producto escalar de R® con base ortonormal B = {(1,0,0),(0,1,-1),(1,1,0)}. Del
2 0 1
endomorfismo f de R, se sabe que la matriz asociada a f en la base canénicaes A = [ —2 -1 -1
-1 -1 -1
Estudiar si f es isometria y/o endomorfismo autoadjunto para el producto escalar definido. (1.5 pto.)
Solucién. Para estudiar si es autoadjunto y/o isometria, hallamos la matriz asociada a f respecto de
la base ortonormal 8. Para calcularla empleamos la relacion existente entre matricesa asociadas a la misma
aplicacion lineal:

5 -1 7
B - M%C7%AM%7%C — ]. 0 2
-3 0 -5

Como B no es ni simétrica ni ortogonal, se sigue que f no es autoadjunto ni isometria.
Problemas.

P1. Para a,b € R se considera la familia de matrices

3 0 0
Ma,b = 1 -2 a
b 0 =2

(i) Determinar la forma canénica de Jordan J de M, 5, segin los valores de a y b. (1.5 ptos.)
(ii) Si Mi,_1 es la matriz asociada a la aplicacién lineal f : Py(R) — P2(R) respecto de la base
B ={1l+z,1—2z,2% — 2}, hallar, si es que existe, una base de P2(R) tal que la matriz asociada a

3 0 0
fseaA=10 -2 1 ].(0.75 pto.)
0 0 -2

Solucion.
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(i) El polinomio caracteristico de Mg es ( (r +2)2. Ademds,
x x
Vi, ,(=2) = y | [Map y =21y
z z

T
= y)|5x:0,a:+az:0, bxr =20
z

Ahora, el sistema

52 =0,
{ r+az=0,
br =
tiene por solucién a
0
yllyeR}, sia#0
0
x
y ||lz,yeR ) sia=0
0
Por tanto la forma canénica de Jordan J de M, ; es
3 0 0
0 -2 1 sia#0, beR
0 0 -2
3 0 0
0 -2 0 sia=0, beR
0o 0 -2

(ii) para hallar la base pedida trabajamos con la matriz M, y luego interpretamos los resultados
obtenidos. Vamos a calcular P inversible que sea matriz de paso:

x T 0
By 2 (=2) = y | (M1 +213)° |y | =0
z z 0
0
= y|ly,z€R
z
0
Tomamos un vector que esté en o a7, _, (—2) pero no pertenezca a Vs, _,(—2), por ejemplo | 1
1

0 0

y calculamos (My,_1 +2I3) | 1 1
1 0

>\ =

Ahora localizamos un vector propio par

a 3:
T T T
VM1,_1(3) = { ZJ)|M1—1 y| =31y
z z z
(25/4)y
= Y lyeR
—(5/4)y
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Por tanto,
25 0 O
P=14 1 1
-5 0 1

P'My 4P =Juy,

y sabemos que P lleva en sus columnas las coordenadas de los vectores de la base respecto a la cual esta
calculada Jys, _, en la base 8. Por tanto, la base pedida es B, = {v1,v9,v — 3}, siendo

P2.

v =25(1+2) +4(1 —2) = 5(z% —2) =29+ 262 — 522, vo =1—2, v3 =1— 22+ 2°.

Sea f : R®* x R® — R la forma bilineal cuya matriz asociada respecto de la base B = {(1,1,1),
(-1,0,0),(1,2,3)} es

3 2 -3
Mg(fH)=12 1 -1
-3 -1 1

(i) Demostrar que f es no degenerada. ;Es definida positiva? (0.5 ptos.)
(ii) Hallar una base B’ de R® ortogonal respecto de f. Deducir la signatura de f. (1 pto.)
(iii) Calcular una matriz de paso entre Mg (f) y Mg/ (f). (0.75 ptos.)
Solucién.
(i) Aplicando el Teorema 4.1 del Tema 4, sabemos que f es no degenerada si ys sélo si cualquier matriz
asociada a f es inversible. Ahora, det(Msg(f)) = —1, que es no nulo, luego Mg (f) es inversible
y f es no degenerada. No es definida positiva porque no cumple el criterio de Sylvester. Por
—1
ejemplo, el vector v = (=5, -7, —10), que tiene por coordenadas a 1 en la base B verifica
-3
que f(v,v) =-3<0.
(ii) Consideramos el vector v; = w; = (1,1,1) que es no isétropo. Localizamos < (1,1,1) >=:

1
<(1,1,1) >+ = {XL, awil(ar as az)Meg(f) | 0 | =0}
0
= {Zle aivi|a3 =a1 + %ag}
1
entonces el vector wy = (2,3,4) es no isétropo (ya que f(wz,wz) = (10 )M (f) | 0 | = -2)y

ortogonal a wj. Solo falta calcular ws:

< (1,1,1),(2,3,4) >+ (30 avil(ar as az)Mgg(f)

S O =

1
= (a1 a9 ag)M%(f) 0 = 0}
1

= {Z§:1 aivilag = —6ay, az = —3a1}

Entonces el vector wg = (1,1,1) — 6(—1,0,0) — 3(1,2,3) = (4,—5,—8) es ortogonal a {(1,1,1),
(2,3,4)} vy f(ws,w3) = 6. En definitiva, la base buscada B’ es {(1,1,1),(2,3,4), (4,5, —8)}.
Para calcular la signatura, basta con determinar los valores de la diagonal principal de una matriz
diagonal congruente con Mgg(f). Si calculamos la matriz asociada a f respecto de B', la matriz
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obteneida es diagonal (por ser B’ ortogonal) y lleva en la diagonal principal f(w;,w;), para i =
1,2,3. Ahora,

f(wl,wl) = 3, f(UJQ,’U)Q) = —2, f(’UJ3,w3) = 6.

Por tanto, la signatura de f es (2,1).
(iii) Por la relacién existente entre las matrices asocidas a la misma forma bilineal una matriz de paso

1 1 1
P es la matriz de cambio de coordenadas de 8’ aB,0sea P=|0 0 —6
0 1 -3
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