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PROBLEMAS PROPUESTOS DEL TEMA 5: ESPACIOS EUCLIDEOS.

Ejercicios

1.- Estudiar si las siguientes aplicaciones f : V x V' — R son productos escalares en los
espacios indicados:

i) V= RB; fl(x1, 20, 23), (y1,Y2,Y3)) = T1Y1 — T1Y2 + T1Y3 — Tay1 + 2X2Ys + T3y1 +
3I3y3.

k
(i) V=R", f((x1,---,Zn) Y1,---1Yn)) = Zmiyi, siendo 1 < k < n.

=1

2.- Empleando el método de Gram-Schmidt encontrar una base ortonormal con respecto
al producto escalar (, ) en el espacio euclideo E:

4
(1) E =< (L _17070)7 (07 17 17 1)7 (271707 1) >, ((Ilw .. ax4)7 (ylu s 7y4)) = szyz
=1

(11) E:{x,y,z,t)|$—y+z—|—t:x+y—z+t20}, (($1,...,x4)7(y1,...,y4)):

4
i=1

(ili) E=R>, ((z1,72,73), (y1,¥2,Y3)) = T1y1 — T1Y2 + T1Y3 — T2y1 + 2T2Yo + T3y1 +
3I3y3.

3.- Sea (E,-) un espacio euclideo y ||z|| = /x -z su norma. Demostrar que z -y =

1
2+ yll” =l —vll*).

4.- Se considera en R? el producto escalar estandar. Hallar, si es posible, todas las isome-
trfas de R® que verifiquen f((1,0,0)) = (1/3,2/3,-2/3), £((0,1,0)) = (2/3,1/3,2/3).

5.- Estudiar si Is siguientes matrices simétricas son congruentes

1 =2
i) A= | -2

1 y B =
0 O

— o O
S = =
O ==
— o O
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2 Ampliacién de Algebra Lineal

1 -2 0 -2 2 0
@ A=[-2 1 o|lyB=[2 1 0
0 0 1 0 0 1
6.- Comprobar que ||(z,y)|| = /22 — 2xy + 2y2 define una norma en R* y localizar un

producto escalar asociado a ella.

7.- Consideramos la forma bilineal simétrica f definida por f((x1,x2,23), (y1,Y2,¥3)) =
T1Y1 — T1Y3 — T3Yy1 + T2y2 + 2x3y3. Comprobar que f es producto escalar y localizar
B base ortonormal respecto de f.

Problemas

1.- Sea (, ) un producto escalar sobre R* tal que la base B = {(1,0,—1), (1, -1, —1),
(0,1,1)} es ortonormal.

(i) Determinar ((z1,z2,3), (y1,%2,¥s)), para cualesquiera vectores de R>.

(ii) Encontrar una base ortonormal que contenga un vector proporcional al (1,1,1).
Comprobar que la matriz de cambio de base entre ambas bases ortonormales es
ortogonal.

2.- Consideramos R® con el producto escalar estandar. Definimos el homomorfismo f :
R® = R f((z,y,2)) = (3y — 22,2, 2y + £2).

(i) Empleando la definicién, demostrar que f es una isometria.

(ii) Calcular la matriz asociada a f respecto de la base candnica y comprobar que es
ortogonal.

(iii) Si tomamos el producto escalar ((z1,x2,x3), (y1,Y2,Y3)) = T1Y1 — T1Y2 + T1Y3 —
Toy1 + 2xoys + T3y1 + 3x3ys3, ‘es f isometria?

3.- Consideramos la forma bilineal simétrica f definida por f((x1,z2,x3), (y1,Y2,y3)) =
T1Y1 — T1Ys — T3y1 + T2y2 + 2T3Y3.

(i) Comprobar que f es producto escalar y localizar B base ortonormal respecto de

f.

(ii) Demostrar que la aplicacién g((z,y, 2)) = (y + 2z, —x + z,y) es una isometria de
R respecto al producto escalar definido.

(iii) Hallar la matriz asociada a g respecto de la base 5 calculada en (i).
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(iv) ¢Es la matriz asociada a g respecto de la base canénica ortogonal? jcontradice
algun resultado tedrico?

4.- Se considera en R? el producto escalar estandar y se define la aplicacién f((z,v, z)) =
(5 + 2y + 22,22 + 2y + 2,2z + y + 22).

(i) Demostrar que f es autoadjunta.

(ii) Hallar una base ortonormal de R3 formada por vectores propios de f.

5.- En R? se considera el producto escalar ( , ) respecto del cual la base B = {(—1,0,1),
(1,—1,-1),(1,-1,0)} es ortonormal y el endomorfismo f : R® — R® cuya matriz

4 -2 =2
asociada respecto de la base canénicaes A= | 2 -1 -1
2 -1 -1

(i) Hallar ((z1,x2,23), (y1,Y2,y3)), para cualesquiera (z1,x2,3), (y1,Y2,Y3) € R3.

(ii) ;Es f una isometria del espacio euclideo (R?,(, ))?.
(iii) ;Es f un endomorfismo autoadjunto del espacio euclideo (R?, ( , ))?

(iv) ¢Existe una base ortonormal del espacio euclideo (R?, (, )) formada por vectores
propios de f? En caso de respuesta afirmativa, localizar una.

6.- Diagonalizar las siguientes matrices mediante una matriz de paso ortogonal:

6 -2 2 8 4 -1
2 5 0|yl 4 -7 4
2 0 7 -1 4 8

7.- Se considera el producto escalar de R con base ortonormal By = {(1,0,0), (0,1, —1)
,(1,1,0)}. Del endomorfismo f de R®, se sabe que la matriz asociada a f en la
2 0 1
base candnica es | —2 —1 —1 ). Estudiar si f es isometria y/o endomorfismo
-1 -1 -1
autoadjunto para el producto escalar definido.

8.- Sea f : R* — R* la aplicacién lineal cuya matrz asociada respecto de la base B =
{(1/37 2/37 2/3a 0)7 (2/3a _2/37 1/37 O)a (2/37 1/3a _2/37 O)a (07 07 07 _1)} €s

1 -4 8 0
4 7T 40
Mp)=1%5 4 1 0
0 0 09
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4 Ampliacién de Algebra Lineal
(i) ;Es f un endomorfismo autoadjunto respecto del producto escalar estandar?

(ii) Hallar, si es que existe, una base de R* que sea ortonormal respecto al producto
escalar estandar y que esté formada por vectores propios de f.

9.- Sea FE un espacio euclideo y f un endomorfismo autoadjunto. Demostrar que si |A| < 1
para todo valor propio de f, entonces ||f(u)|| < ||u||, para cada vector u € E.

10.- Sea (F,(,)) un espacio euclideo. Demostrar las desigualdades de Cauchy-Schwartz,
Minkowski y la ley del coseno.
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