Ejercicios Resueltos Tema 4

Ejercicio 1
Estudiar si la aplicacién f : R? x R? — R definida por
f((x1,x2), (y1,¥2)) = x1y1 — 3x1x2 es una forma bilineal.

Soluciéon. No es forma bilineal ya que

fla(x, %) + B(x:x5): (V1,52)) = f((axa + Bxq, axe + B8x3). (v1, ¥2))
= (ax1+ Bx{In
—3(ax1 + Bx1)(axz + x5)
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af((x1,x2), (v1,¥2)) + BF((x1, %), (y1,¥2)) = alxiyr —3xix2)
+B(x{y1 — 3x{x})
= (ax1+ Bx{In
—3axixo — 36x1 x5

y ambas expresiones no coinciden. Por ejemplo, si a = 2 (x1,x2) = (1,1),
B =1, (x1,x5) =(1,0), entonces

f(2(1, 1) + (170)7 (_VI’Y2)) = f((?’v 2)? (y - 1}/2))
= 3y, — 18

21((1,1), (y1,52)) + £((1,0),(y1,52)) = 3y1—6.
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Ejercicio 2
Hallar la matriz asociada de la forma bilineal f : R3 x R® — R definida por

f((x1,x2,x3), (y1,¥2,¥3)) =
3x1y1 — 2x1y2 + bxoy1 + Txoys — 8xoy3 + 4x3y> — x3y3 respecto de la base
Bps = {(2,1,0),(1,1,1),(0,0,1)}

Solucién. Sea A € Mat3x3(R) la matriz asociada a la forma bilineal f
respecto de la base Bps. Por definicién de matriz asociada a una forma
bilineal, el elemento a;; de la matriz es f(v;, v;). Por tanto,

f((2,1,0),(2,1,0)) = 25
f((2,1,0),(1,1,1)) = 6
((2’170)7(050a 1)) = -8
f((1,1,1),(2,1,0)) = 25
f((1,1,1),(1,1,1)) = 8
f((1,1,1),(0,0,1)) = -9
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f((0,0,1),(2,1,0) = 4
f((0’0’1)7(2’1’0)) = 4
f((0,0,1),(0,0,1)) = -1
Por tanto la matriz pedida es
25 6 -8
A=125 8 -9
4 4 -1
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Ejercicio 3
Sea f((x1,x2), (y1,¥2)) = 2x1y1 — 4x1y2 — 4xoy1 + bxoy» una forma bilineal

simétrica sobre R%. Determinar b de manera que f sea degenerada. En tal
caso, hallar (R?)*+

Soluciéon. Por definicién de forma bilineal simétrica degenerada, f es
degenerada si y sélo si el niicleo de f es no nulo. Ahora,

(R = {(x1,%) € R?|f((x1,%2), (y1,¥2)) = 0, V(y1,2) € R?}
= {(x1,%) € R?|f((x1,x),(1,0)) = 0= f((x1,x),(0,1))}
= {(Xl,Xg) € ]R2|2X1 —4dx =0=—4x1 + bX2}.
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Pero el sistema de ecuaciones lineales

2x1 —4x =0
—4x1 4+ bxo =0

es compatible indeterminado si y sélo si la matriz del sistema es de rango
1, o sea tiene determinante nulo. Por tanto, la condicién que debemos
imponer es:
2 -4
=2b—16
P
y f es degenerada si y sélo si b = 8. En este caso,

(R2)J‘ = {(Xl,Xz) S R2’2X1 —4xy = 0}
= {(2x2,x2)|x2 € R}.
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Ejercicio 4
1 0 1

Calcular la signatura de la matriz A= |0 —1 2] € Matsx3(R)
1 2 1

Solucién. Para calcular la signatura de A necesitamos buscar una
matriz diagonal D que sea congruente con A. Si interpretamos A como
la matriz asociada a una aplicacién bilineal simétrica f : V x V — R,
donde V es de dimensién 3, respecto de la base By = {v1, v, v3},
observamos que v, v» son dos vectores no isotropos ortogonales entre
si, luego para construir una base ortogonal de V necesitamos un tercer
vector ws que sea ortogonal tanto a v; como a v». Ahora,
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1 1
1
(a1 ap a3) | O —1 2
1 2 1
= {Z?:l Oé,‘V,'|Oél +a3=0=—as + 20&3}
= {CY1V1 — 201 — 041V3|041 S R}

1 1 1
<vi, v >t = {Z, 1 aivil(ar a2 a3) (0 -1 2 (0 =0
0
1 0
1| =0}
0

y la base ortogonal que buscamos es {vi, v», v —2v, — v3}. Respecto de
esta base la matriz asociada a f es

1 0 O
D={0 -1 0
0 0 -4

Por tanto, la signatura de A es (1,2).
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Ejercicio 5

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 3y f : V x V — R una forma
bilineal simétrica con matriz asociada respecto de la base B = {vi, vo, v3}

5 2 3
A=12 2 2
3 23

(i) Demostrar que f es definida positiva.

(ii) Calcular la forma cuadratica asociada a f.

Solucion.

(i) Aplicando el Criterio de Sylvester basta con demostrar que los
determinantes de los menores principales son todos positivos

(a) 5> 0;
5 2

(b) | 2 2 |=6>0;
3 2
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(ii) Por definicién de forma cuadratica:

3 5 2 3 (%1
QP(Z a;v;) = (a1 (6%) a3) 2 2 2 (%)
i=1 3 2 3 a3

= 504% +4aian + 61z + 204% + dapaz + 304%
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Problema 1

Sea f: V x V — R la forma bilineal simétrica que satisface:
f(e1,2e) =2,f(e1,e3) =2,f(3e2,3e3) = —6,

f(e1,e1) = f(es, e3) = 0, f(e2, &) = —1,
siendo B = {e1, e, €3} una base arbitraria de V. Calcular:

(i) La matriz asociada a f respecto de la base B y f(vi, v2) con
vi,w € V.

(i) Determinar la matriz asociada a f respecto de la base
B’ = {u1, up,u3}, siendo uy = e1 + e, up =€ + €3, U3 = e+ e3.
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Solucioén.

(i) Por definicién de matriz asociada a la forma bilineal f respecto de
una base se tiene que si A = (aj; es la matriz asociada a f respecto
de la base 9B, entonces a;; = f(ej, g), luego

0 1 2
A=11 -1 -1
2 -1 0

Ademids, empleando la expresién matricial de una forma bilineal,

3 3
se tiene que si v = Za;e,- vy w= Zﬁiei, entonces
i=1 i=1
0 1 2 051
f(V, W) = (Ozl (67%) 013) 1 -1 -1 ,82
2 -1 0 053
= frao +2B1a3 + frar — Pacz — fraz + 2301 — Baan
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(ii) Por la relacién que existe entre matrices asociadas a la misma forma
bilineal, sabemos que si B es la matriz asociada a f respecto de la
base B’, entonces

B = MiyyuAMpg
1 10\°/0 1 2 110
= [1 01 1 -1 —1](1 0 1
011/ \2 -1 0o/\o 11
12 1
= |2 4 2
12 -3
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Problema 2

A~ wN o
Gl w W
~ 01~ O

1
Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 4y A = Cl)
0

matriz asociada a la forma bilineal f con respecto a la base
B ={e, e, e3,64}.
(i) Hallar f(v,w), siendo v,w € V Es f simétrica?
(i) Determinar, si es posible, una base ortogonal respecto de f y calcular
la matriz D asociada respecto de la misma.
(iii) Localizar P matriz inversible tal que D = P*AP.
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Solucién.
4

(i) De la expresién matricial de f se deduce que si v = Z Qe y
i=1

4
w = E Biei, entonces
i=1

1 01 0\ /A
0 2 3 4
flv,w) = (a1 az az aa) 13 3 5 gi

0 4 5 4 Ba
= fra1 + fraz + 2P0 + 3[rasz+
4P204 + B3ar + 3Bz + 3[3a3+
5B3a4 + 45402 + 58403 + 4Ps04
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(ii)

La forma bilineal f es simétrica porque su matriz asociada es
simétrica.

Observamos que los vectores e; y e; son ambos no isétropos y
ademds f (e, e2) = 0, luego son ortogonales. Por tanto, para localizar
una base ortogonal necesitamos dos vectores mas que sean
ortogonales entre si y ortogonales a e; y e>. Ahora,

4 4 4
<ene>t = D aelfO aie,e)=0=Ff_ae,e)}
i—1 i—1 i—1
4
e {Za/el‘al—i_a?) :0:2a2+3a3+4044}

i=1
4

3
= {Z ajeilaz = —a1, 04 = 4,00 = 501~ 204}
i=1 3
= <e —3&—63,-2e+e >
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El vector —2ey + e4 es ortogonal a e, e y es no isotropo, luego
puede formar parte de una bse ortogonal junto a e; y e». Para hallar
el dltimo vector que nos falta calculamos

<el, e,—2e+e>t=

4 4 4
O qielfO_aie,e) =0=F(D_ aiei, &)
i—1 i—1 i—1

4

f(z ajej, —2ex + e4) = 0}
i=1

4
= {Z a;ei|0 = a1 + a3 = 2an + 33 + 4oy = —az — day}

i=1
4

= {Z ajeilar = ap = —az = 4ay}
i=1
=<4de; +4ey —de3 + e >
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Por tanto, la base ortogonal buscada es
B = {e1, e, —2er + e, 461 +4ey — e + e}

y la matriz asociada a f respecto a ella es:

10 0 0

02 0 0
b= 00 -4 O

0 0 0 -36

(iii) Por la relacién existente entre matrices asociadas a la misma
aplicacion lineal, se sigue que P = Mg/, esto es,

10 0 4
01 -2 4
P= 00 0 -4
00 1 1
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