Ejercicios Resueltos Tema 3

Ejercicio 1
Sea A una matriz diagonalizable con forma diagonal D y matriz de paso

P. Demostrar que A" es diagonalizable con forma diagonal D". Deducir
cudnto vale A”.

Solucién. Si A es diagonalizable con forma diagonal D y matriz de
paso P significa que A = PDP1, luego A" = pD"p-1 y, por tanto, A"
es diagonalizable con forma diagonal D".
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Ejercicio 2
Probar que, si A es diagonalizable y A semejante a B, entonces B es
también diagonalizable.

Solucién. Si A es diagonalizable, entonces existe D matriz diagonal y

P matriz de paso tal que
A= PDP7L, (1)

Por otro lado, si A semejante a B, entonces existe Q matriz de paso tal
que

A=QBQL. (2)
De (1) y (2) se sigue

QBQ!=PDP ! — B=Q PDP Q.
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Pero T = @ 1P es una matriz inversible (por ser el producto de dos

matrices inversibles) tal que B = TDT 1, asi que B es diagonalizable con
forma diagonal D.
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Ejercicio 3
-1 -7 1 1 3 6
EstudiarsiA=| 0 4 0 y B=|-3 -5 —6] son
-1 13 -3 3 3 4

diagonalizables sobre R. En caso afirmativo, determinar su forma diagonal
y una matriz de paso.

v

Solucién. Sabemos que A € Mat,«,(K) es diagonalizable si y sélo si se
verifican las dos condiciones siguientes:
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o (i) Existen A\1,...\, € K, (no necesariamente distintos) tales que
Xa(x) = (x = A1) ... (x = Ap).
o (ii) Para cada valor propio A, se verifica dim(Va(A)) = m()\).

-1 -7 1
ParalamatizA=| 0 4 0 | su polinomio caracteristico viene
-1 13 -3
dado por
x+1 7 -1
xax)=|] 0 x—-4 0 |=(x—4)(x+2)>
1 -13 x+43

luego se escinde sobre R y se cumple (i).
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Pero,
X X X
Va(=2) = y) Aly ] =-2|y

z z z
X

= y||Ix—7y+z=0,6y=0,—x+13y —z=0
z
X

= 0 ||IxeR
—x

Asi que dim(Va(—2)) =1 <2 = m(—2) y A no es diagonalizable.

M.A.Garcia y T. Ramirez Proyecto OCW de la UPV/EHU. 6 /29



Ejercicios Resueltos Tema 3

El polinomio caracteristico de B es
x—1 =3 6
xB(x) = 3 x+5 6 = (x — 4)(x +2)?
-3 -3 x—-4

Ahora,
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X X b%
Ve(=2) = { ylIBly]=-2 (y
z z z
X
= ylIx+y+2z=0
[()er)
b%
= —x—2z||x,z€R
z
1 0
=<|-1],[-2] > dim(Vg(-2)) =2 = m(-2).
0 1
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X b%s X
Ve(4) = (y B<y =4 y)}

z z z
b%

= y||-3x+43y+6z2=0,-3x—9y —6z=0,
z
3x+3y =0
b%s

= —x | |x€eR
b%s
1

=< | -1] >= dim(Vg(4)) = 1 = m(4).
1
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Por tanto, B cumple también la condicién (ii) y es diagonalizable con

-2 0 0
forma diagonal D=| 0 -2 0
0 0 4
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Para construir la matriz de paso debemos tomar de cada subespacio
fundamental una base y se colocaran en la matriz P en el mismo orden
que aparezcan los valores propios. Asi, para calcular la matriz de paso P
debemos colocar en las dos primeras columnas una base de Vg(—2) y en
la tercera columna una base de Vjg(4). Por ejemplo,

1 0 1
P=|-1 —2 —1]| ysecumple B=PDP1.

0o 1 1
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Ejercicio 4

Calcular la cadena de subespacios fundamentales generalizados para
6 -9 5 4
7 —-13 8 7

A= 8 —17 11 8
1 -2 1 3

Solucién. El polinomio caracteristico de A es
xa(x) = (x = 1)(x - 2)°.

Por tanto, A tiene dos valores propios: A\; = 1, con multiplicidad
algebraica 1, y Ao = 2, con multiplicidad algebraica 3.
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X
Eua(l)=Va() =3 |7 |1A] )| =
t

~ N < X

M.A.Garcia y T. Ramirez Proyecto OCW de la UPV/EHU. 13 /29



Ejercicios Resueltos Tema 3

X X X
Eia() = Va2 =3 |2 1A| 0] =22
L\t t t
( X
y
= x,y €R
[ a2 }
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(A= 21,2

~ N < X
o O O o

| —3x+6y —3z—3t=0=—6x+ 12y — 6z — 6t,

~ N < X &~ N < X

—Ix+14y —7z—7t=0=—x+2y —z—t
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X

y
z

|X,y7z€R
—X4+2y—z
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E> A(2) es el subespacio fundamental generalizado maximo por ser
dim(E2,4(2)) = 3 = m(2).
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Problema 1
2 0 O
Estudiar si A es semejante a B, siendo A= |0 2 —-1]vy
0 0 -3
0 2 -5
B=|—-2 4 —5|. En caso de que lo sean, localizar una matriz de

paso B = PAP~1L.

Solucién. Sabemos que dos matrices diagonalizables A y B son
semejantes si tienen el mismo polinomio caracteristico. Asi que vamos
a estudiar si las matrices A y B son diagonalizables y si tienen el
mismo polinomio caracteristico.
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x—2 0 0

xa(x) = 0 x—-2 1 = (x — 2)*(x + 3).
0 0 x+3
x =2 5
xe(x)=]2 x—4 5 |=(x—2)>*x+3).
% —% x+3

Por tanto, ambas matrices tienen el mismo polinomio caracteristico.
Veamos si son diagonalizables:
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Para A tenemos

Va(2) =

M.A.Garcia y T. Ramirez

O X N X X N X X

X b%
Aly ]| =21y
z z
|z=0=5z
1 0
x,yeERp=<[0],[1
0 0
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0
0 es la forma diagonal de Ay

2
Por consiguiente, D = | 0
0

o

0
2
0
A= PiDP!, siendo P, = (

o O
o = O
ol =

M.A.Garcia y T. Ramirez
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Para B tenemos

X X X
Ve(2) =q |y |IBly|=2]|y
z z z
X
= y |2y—52—2xz0=—§x+%y—52
z
X 1
= x||xeRp=<|1] >
0 0

Por tanto, B no es diagonalizable, ya que dim(V;(2)) =1 <2 = m(2).
Por consiguiente, A no es semejante a B, porque como A es diagonalizable
toda matriz semejante a A es también diagonalizable con su misma forma
diagonal.
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Problema 2

i Qué debe verificar el pardmetro a € R para que la matriz
1 -1 1

A= 1|a 1 0] sea diagonalizable sobre R? Cuando lo sea, hallar su
a —1 2

forma diagonal, una matriz de paso y A" para cualquier nimero natural n.

V.
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Solucién. Una condicion necesaria, aunque no suficiente, para que A
sea diagonalizable es que se escinda su polinomio caracteristico. Ahora,

x—1 1 -1
xa(x)=| —a x-1 0 =(x—-1?(x-2)
—a 1 X =2

Ademads, debemos pedir que dim(Va(1)) =2 y dim(Va(2)) = 1. Pero,
dim(Va(2)) = 1 se cumple ya que al ser 2 valor propio sabemos que

1 < dim(Va(2)) < m(2) = 1. Por consiguiente s6lo queda calcular los
valores de a para los cudles dim(Va(1)) = 2. Ahora,
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Va(l) =

|-y+z=0=ax=ax—y+z

|—y+z=0=ax

I
NS XN < X NX< X
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yl|x,yeRp, sia=0
Va(l) =

yllyeR,, sia#0
\ y

Luego A es diagonalizable para a = 0.
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100

Si a =0, A es diagonalizable con forma diagonal D= |0 1 0| y para
0 0 2

calcular una matriz de paso necesitamos hallar primero V4(2), que viene

dado por:

Va(2) = A

N < X
Il
N

N < X

| -x—y+z=0=—y

Ix €R

I
X OX << X NX< X
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Entonces, P serd la matriz que lleva en sus columnas tres vectores propios
linealmente independientes colocados en el mismo orden que los valores
propios a los que estan asociados en la forma diagonal. En concreto,

1 01
P=10 1 0] yA=PDP!. Entonces,
011
A" = ppnp-1
1 01 1 0 O 1 1 -1
=10 10 01 0 0 1 0
011 0 0 27 0 -1 1
1 1-2" —142"
=10 1 0
(0 1-20 2
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