Ejercicios Resueltos Tema 1
Ejercicio 1
Demuestra que P3[x] = {Z?:o aix'|aj € R,i = {0,...,3}} con la suma

usual de polinomios y la multiplicacién por un escalar definida por
A Z?:o aix' = Z?:o Aajx' es un R-espacio vectorial.

Solucién. Para que P3[x] sea R-espacio vectorial se debe cumplir:

Q@ (P3[x],+) es un grupo abeliano: Cierto porque la suma de
polinomios es asociativa y conmutativa, el polinomio 0 es su
elemento neutro y el opuesto de 23 jaix’ es 33 o(—aj)x'.

Q0 o1 Z?:o aix' = Z?:Q a;x'. . .

@ (M +X) X gax =37 (M +A)aix = 7 g(Mai + Aea)x’ =
Z?:O Aaix' + Z?:O Araix'.

0 A(Thoax + Tlobix') = A (Thoar + bi)x') =
Mg Aai + bi)x' = 327 o(Nay + Abi)x’ = 307 g Aaix’ + 307 g Abix' =
Sl asiobe

0 (Mh2) X igaix’ =3 i o(MA2)aix" = A1 3 g Araix!
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Ejercicio 2

Demuestra que S = {(x1, x2, X3, x3) € R*|2x; — x + x3 = 0} es un
R-subespacio vectorial de R* y calcula una base. ; Qué dimensién tiene S?

Soluciéon. Tenemos

S = {(Xl,Xz,X3,X4)|2X1 — X2 +X3 = 0}
= {(Xl,X2,X2 - 2X17X4)|X17X27X4 € R}
=< (1,0,-2,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1) >,

luego un sistema generador de S es
A={(1,0,-2,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)}. Ahora,

(0,0,0,0) = «(1,0,—2,0) + 5(0,1,1,0) + ¥(0,0,0,1) = a = =~ =0,

o sea A es libre y, ademds generador; consecuentemente,
{(1,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} es una base de S y la dimensién de S

es 3.
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Ejercicio 3

En R* se consideran las bases

B1 = {(17 2yl 1)7 (_17 2y 0)7 (17 1,1, 0)7 (17 -1,0, O)} y
B2{(1,2,1,1),(-1,-2,1,0),(-1,1,0,0),(—1,—1,0,0)}. Calcula la
matriz de cambio de coordenadas de 81 a B».

Solucion. Por definicién de matriz de cambio de coordenadas, esta
lleva en sus columnas las coordenadas de los vectores de la base en B4
en la base B5,. Ahora,

o (1527171) =

1(1,2,1,1) + 0(—1,—2,1,0) + 0(—1,1,0,0) 4+ 0(—1, —1,0,0)
e (_1a2a1a0) =

0(1,2,1,1) + 1(~1,-2,1,0) + 2(~1,1,0,0) — 2(—1,—1,0,0)
© (1,1,0,0) =

0(1,2,1,1) + 0(—1,-2,1,0) + 0(—1,1,0,0) — 1(~1,—1,0,0)
0 (1,-1,0,0) =

0(1,2,1,1) + 0(—1,-2,1,0) — 1(~1,1,0,0) + 0(=1, —1,0,0)
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1 0

. . 0 1

Entonces, la matriz de cambio de coordenadas es 0 9
0 -2
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Ejercicio 4
En R* se considera el vector v que en la base

{(1,2,1,1),(-1,2,1,0),(1,1,0,0),(1,—1,0,0)} tiene por coordenadas a
1

-1
0
3

@ ;Qué vector es?

@ ;Qué coordenadas tiene v en la base
{(17 27 17 1)5 (_15 _27 17 0)7 (_17 15 Oa 0)7 (_17 _17 07 O)}

Solucion.

o v=(1,21,1)—-(-1,2,1,0) +0(1,1,0,0) + 3(1,—1,0,0) =
(5,-3,0,1).
@ Utilizando la relacién que existe entre las coordenadas de un

mismo vector en dos bases diferentes, obtenemos
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1 0 0 O 1 1
0 1 0 O -1 _ |-1
0 2 0 -1 o] [|-5
0 -2 -1 0 3 2
1
-1
luego las coordenadas de v son 5
2
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Ejercicio 5

Estudiar si las aplicaciones f : R3 — R? definida por

f((x,y,2)) = (x —y +2z,x+y +22) y g : R® — R? definida por
f((x,y,2)) = (x — y?,y) son lineales.

Solucion. La aplicaciéon f es lineal ya que, para todo
(x1,¥1,21), (X2, ¥2, 22) € R y para todo a, 3 € R, se cumple

f((alx1, y1, 21) + B(x2, y2, 22))

= f((ax1 + Bx2, ay1 + By2, az1 + Bz2))

= (ax1 + Bxa — ay1 — By2 + 20z + Pz,

axi + Bx2 + ayr + By + 2az1 + 2B25)

= (ax1 — ay1 + 20z, axy + ay; + 2az;)

+(Bx2 — By2 + 2822, Bxa + By + 2320)

=a(x1 —y1+2z1,x1 + y1 +221) + B2 — y2 + 222,52 + y2 + 222)
= af((x1, y1,21)) + Bf((x2, y2, 22))
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En cambio g no es lineal ya que

g((O, L 0) + (07 2, O)) = g((07370)) = (_97 3) #*
(_17 1) + (_4’ 2) = g((O, 1, 0)) + g((o’ 2’0))'
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Ejercicio 6
Se considera f : R3 — R? aplicacién lineal tal que

f((-1,-1,0)) = (1,-1), f((-3,1,1)) = (2,-2) y ((0,1,0)) = (1,0).
Determinar, si es posible, f((x,y, z)) donde (x,y,z) € R3.

Solucién. Los vectores {(—1,-1,0),(-3,1,1),(0,1,0)} forman un
conjunto libre de R3 ya que

(07 07 0) = Oé(—]., _]-7 O)+B(_3a ]-a 1)+7(0? 17 0) = (—04—3,8, —OH—B—F")/, /B) =

0=—-a-303
0=—-a+B8+vp=>a=p=~v=0.
0=¢

Ademas el cardinal de {(—-1,-1,0),(-3,1,1),(0,1,0)} es 3, que
coincide con la dimensién de R3, luego {(—1,—1,0),(-3,1,1),(0,1,0)}
es una base de R3 y podemos expresar (x,y,z) € R3 como combinacién
lineal de {(—1,-1,0),(-3,1,1),(0,1,0)}. En efecto,
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(X,_y,Z) = _(X + 32)(_17 -1, 0) + Z(—3’ 1, 1) + (y —X—= 42)(07 1, 0)’
Entonces, como f es lineal, se cumple

f((X7y7 Z)) = _(X + 3Z)f((—]_, _17 O)) + Zf((_37 1) 1))
+(y —x —42)f((0,1,0))
= —(x+32)(1,-1)+z(2,-1) + (y — x — 42)(1,0)
=(—2x+y —5z,x + 2z).
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Ejercicio 7

Se considera la aplicacién lineal f : R3 — R? definida por

f((x,y,z)) = (—2x+y — 5z,x + 2z). Calcula la matriz asociada a f
respecto de las bases Bps = {(1,-1,0),(0,1,-1),(1,1,1)} y

B2 = {(1,-1),(1,1)}.

Solucion. Por definicién de matriz asociada debemos calcular las
coordenadas en la base B> de las imédgenes de los vectores de la base
de Bps. Ahora,

O f((1,-1,0)) = (-3,1) = —2(1,-1) — 1(1,1)
9 f((0,1,-1)) =(6,-2) =4(1,-1) +2(1,1)
Q f(1,1,1) = (-6,3) = —3(1,-1) — 3(1,1)

Entonces la matriz asociada pedida es: (:i g __>.
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Ejercicio 8

Calcular los valores propios reales y los subespacios fundamentales V()
-1 0 -1

para A= [ -7 4 13
1 0 -3

Solucién. Sabemos que los valores propios son las raices del polinomio
caracteristico de A que es

x+1 0 1
xax)=| 7 x—-4 —-13 |=(x—4)(x+2)>
-1 0 x+3

Por tanto, los valores propios de A son 4 y -2.
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Calculamos los subespacios fundamentales

Va(#) = A

N < X
Il
~

N < X

|5x+2z=0,-7x+13z=0,x—7z=0

ERly €eR

I
O ON KX X N X X
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X b%s X
Va(=2) =q |y |IAly]|=-2|Yy
z z z
X
= y||x—z=0,-7Tx+6y+13z=0
z
X
= —x||xeR
X
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Problemas Resueltos Tema 1

Problema 1

Sea V un Q-espacio vectorial de dimensién 4 con base
B = {u1, up, u3, ug}. Se definen los vectores

vi=2u; + up — u3 Vo = 2u1 + u3 + 2ug V3 = U1 + Uy — U3

va = —u1 + 2u3 + 3uy

Probar que B’ = {v1, vo, v3, va} es una base de V' y calcular la relacién
entre las coordenadas de un vector en la base B y B’
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Solucién. Como B’ es de cardinal 4 y V es de dimensién 4, para

demostrar que B’ es base de V/, basta con probar que %’ es libre.
Ahora,

Oy = Zj}:l Vv = (20(1 + 2ap + a3 — a4)u1 + (al + a3)u2
+(—a1 + a2 — a3 + 2a4)uz + (2a2 + 3as) us,

y al ser {uy, u, u3, ug} un conjunto libre, se tiene que

0 =201 +2ar+ a3 —ay
0 =a1+a3

0 =—a1+ar — a3+ 204
0 =2as+ 304

y la tnica solucién del sistema anterior es

a1 =ap =a3 =aq =0,

luego B’ es libre.
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Por la relacidn existente entre las coordenadas de un mismo vector en dos
bases, debemos calcular la matriz de cambio de coordenadas entre ambas.

Esta matriz lleva en sus columnas las coordenadas de los vectores de una
base en la otra. Asi,

-1

2 2 1 -1 1 7 8 -5
a1 |1 0 1 O 10 -3 -3 2
Mes =My s=|_11 -1 2| “|-1 =6 -8 5
0 2 0 3 o 2 2 -1
a1 631
.| Q2 B2 /
Ahora, si an | Y 3 son las coordenadas de v respecto de B y 9B/,
3 3
Qg Ba

respectivamente, entonces
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51 1 7 8 -5 o
Bl [0 -3 =3 2 s
ﬂ3 o -1 -6 -8 5 a3
54 0 2 2 -1 (6 7))
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Problema 2

Se considera la aplicacién f : R3 — R3 definida por

f((x,y,2)) =(Bx—y +z,—2x + 4y — 2z, —2x + 2y).
© Demostrar que es lineal
@ Calcular la matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3
© Hallar los valores propios de f

@ Calcular los subespacios fundamentales de f.

Solucién.
1. Para demostrar que f es lineal hay que demostrar

o (i) f((x1,y1,21) + (2, y2, 22)) = F(((x1 + X2, y1 + y2, 21 + 22))
=B +x) = (1 +y2) + (21 + 2), —20a + x) + 401 + y2) —
2(z1 + 22), —2(x1 +x2) +2(y1 + y2)) = (3x1 — y1 + z1, —2x1 + 4y1 —
221, —2x1 + 2y1) + (3X2 — Y2 + 2o, —2x2 + 4y2 — 222, —2x2 + 2y2)
= f((x1, 1, 21)) + F((x2, 2, 22))
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o (ii)f(alx,y,z)) = f((ax,ay,az)) =
(Bax — ay + az, —2ax + day — 2az, —2ax + 2ay)
=aB3x—y+z —2x+4y —2z,-2x + 2y) = af((x,y, 2)).
2. La matriz asociada a f lleva en sus columnas las coordenadas de las
imagenes de los vectores de la base candnica en la base candnica.

3 -1 1
Entonces, la matriz asociada a f viene dada por A= | -2 4 -2
-2 2 0

3. El polinomio polinomio caracteristico viene dado por

X(x) = xa(x) = (x = 3)(x — 2)?,
luego 2 y 3 son los valores propios de f.

4. Calculamos los subespacios fundamentales asociados a los valores
propios:
V(2) ={(xy,2) e B°|f((x,y,2)) = 2(x,y,2)}
= {(X7y’ _X+y)’X7y € R}
V(3) ={(x,y,2) e R’|f((x,y,2)) = 3(xy,2)}
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