Formas bilineales 1

Tema 4: Formas bilineales.

1. Concepto de forma bilineal.

Definicién. Sea V un K-espacio vectorial y f: V x V — K una aplicacién. Se dice
que f es una forma bilineal si f verifica las propiedades siguientes

1. flav+ pov',v") = af(v,v”) + Bf(v',v"), Va,B € K, v,v',0" € V.

2. flv,a” 4+ pv") = af(v,v) + Bf(v,v"), Vo,B € K, v,v', 0" € V.

Observamos que si f: V x V — K es una forma bilineal y vy € V, entonces

fl,vo: vV — K fQ,UO: V — K
v = f(vo,v) v = f(v,v0)

son aplicaciones lineales. Tenemos una caracterizacion sencilla para saber s i una aplicacién
f:V xV — K es una forma bilineal:

Teorema 1.1. Sea V un K-espacio vectorial y f : V x V. — K wuna aplicacion.
Entonces, f es forma bilineal si y sdlo si Vay, B, qs, By € K, Yuy,v],v9,05 €V

flovy +51U17 QU2 +52U§) = aag f(v1, v2)+ag faf (v, U§)+51Oé2f(vl1, U2)+5152f(vl1, Ué)

Es facil construir formas bilineales a partir de aplicaciones lineales:

Teorema 1.2. Sea V un K-espacio vectorial y 1; : V — K, 1 = 1,2 dos aplicaciones
lineales. Entonces, la aplicacion f :V xV — K definida por

f(vi,v2) = Y1 (v1)ha(v2)

es una forma bilineal.

Las formas bilineales verifican las siguientes propiedades:

Teorema 1.3. Sea V un K-espacio vectorial y f : V x V — K una forma bilineal.
Entonces,
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(Z) f(OVJU) = f(U,OV) = OK, YveV.

(ii) f(—v,v") = f(v,—v") =—f(v,0), YVv,0" €V

l

! l l
(Z?’Z) f(z Q;v;, U/) = Zaif(vi7v/) Y f(vv Zaivb = Z aif(va U;),
i=1 i=1 i=1 i=1
Vo, € KYv,v,v" v, € V, coni=1,...,1.

2. Matriz asociada a una forma bilineal.

Al igual que sucede con las aplicaciones lineales, cuando trabajamos con una forma
bilineal f, podemos dar f(v,v") conociendo los valores que toma la forma bilineal f sobre
una base.

Definicién. Sea f:V x V — K una forma bilineal y By = {v1,...v,} una base de
V.Se llama matriz asociada a la forma bilineal f respecto de la base By a la matriz
Agg  (f) € Maty,xn(K) definida por

flur,v1) ... f(vr,on)

Agg () = : :
flop,v1) ... f(up,vn)

Dada una forma bilineal f : V x V — K y una base By = {vy,...v,} de V| si
Ay, (f) es la matriz asociada a f respecto de By, entonces

B
f(U,U/) = (051 O{n)A%V (f) 5
B
aq B
siendo : y : las coordenadas de los vectores v y v’, respectivamente, en la base
Qn Bn

By. A la expresion anterior de f(v,v’) se le conoce como expresiéon matricial de la
forma bilineal f en la base By .

Al igual que sucede para aplicaciones lineales, existe una relaciéon entre las matrices
asociadas a una misma forma bilineal:

Teorema 2.1. Sea f : V x V. — K una forma bilineal, By, B}, dos bases de V y
A%V(f) la matriz asociada a f en la base By y A%;(f) la matriz asociada a f en la base

B|,. Entonces,
A%’V (f) = M%'V%VA%V (f)(M%'V%V)7

Proyecto OCW de la UPV/EHU. M.A.Garcia y T. Ramirez



Formas bilineales 3

donde M%/V%V es la matriz de cambio de base entre By, y By .

También se puede demostrar:

Teorema 2.2. Sea f : V. x V — K una forma bilineal, By, B\, dos bases de V
Y A%V(f) la matriz asociada a f en la base By . Entonces, si Msy: o5, es la matriz de

cambio de coordenadas entre By, y By, la matriz B definida por
B = M%;%VA%V(f)(M%’V%v)
es la matriz asociada a f respecto de By, .

En vista de la relaciéon que existe entre matrices asociadas a una misma forma bilineal
damos la siguiente definicion:

Definicién. Sean A, B € Mat,,«,,(K). Se dice que A y B son congruentes si existe
P € Mat,, «,(K) inversible tal que B = P'AP.

Como se observa, las matrices asociadas a una misma forma bilineal son congruentes.
3. Formas bilineales simétricas. Ortogonalidad.

Empezamos a trabajar con un tipo especial de formas bilineales: las simétricas.

Definicién. Una forma bilineal f : V x V' — K se dice que es una forma bilineal
simétrica si f(v,v") = f(v',v) para cualesquiera vectores v,v" € V.

Es sencillo caracterizar a las formas bilineales simétricas: son aquellas que tienen por
matriz asociada a matrices simétricas, esto es, matrices que verifican que A = A'.

Para las formas bilineales simétricas introducimos un nuevo concepto: el de ortogo-
nalidad.

Definicién. Sea f: V x V — K una forma bilineal simétrica y v,v’ € V. Se dice
que v y v’ son vectores ortogonales respecto de f si f(v,v") =0.

Es facil probar que
Teorema 3.1. Sea f : V xV — K una forma bilineal simétrica y S un subespacio
vectorial de V. Entonces,

S+ = {v € V|v es ortogonal a s,Vs € S}
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es un subespacio vectorial llamado subespacio ortogonal 6 complemento ortogonal de

S.

Cuando S = V, al complemento ortogonal de V se le llama niicleo de la forma
bilineal f.

4. Formas no degeneradas.

En esta leccion estudiamos un tipo especial de formas bilineales simétricas: las no
degeneradas. Una forma bilineal simétrica f se dice que es no degenerada si el ntcleo
de la forma bilineal f es {Oy }.

Estas formas bilineales no degeneradas tienen una caracterizacion sencilla es términos
de su matriz asociada. En efecto, es facil demostrar que

Teorema 4.1. Sea f : V x V — K wuna forma bilineal simétrica. Entonces, f es no
degenerada si y solo si su matriz asociada respecto de cualquier base es inversible.

Ademas, cuando se trabaja con formas bilineales simétricas no degeneradas existe una
relacion entre las dimensiones de un subespacio y su ortogonal:

Teorema 4.2. Sea f:V XV — K una forma bilineal simétrica no degenerada. Si S
es un subespacio de V', entonces

dimV = dimS + dimS+,

donde S+ es el complemento ortogonal de S respecto de f.

5. Bases ortogonales.

Cuando se trabaja con formas bilineales simétricas se pueden construir un tipo de
bases especiales: las ortogonales.

Definicién. Sea f : V x V — K una forma bilineal simétrica y By = {v1,...,v,}
una base del espacio vectorial V. Se dice que By es una base ortogonal respecto de f si
f(vi,v;) = Ok, para cualesquiera vectores distintos v;, v; de By .

La importancia de las bases ortogonales radica en que la matriz asociada a
la forma bilineal simétrica f respecto de una base ortogonal es diagonal. Debido
a la sencillez de la matriz asociada, nos interesa tener un método que nos permita loca-
lizar estas bases ortogonales. Para ello, necesitamos introducir un concepto: el de vector
isotropo.
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Definicion. Un vector v se dice que es isotropo respecto de la forma bilineal
simétrica f si f(v,v) = 0x. En caso contrario, se dice que v es no isétropo.

Es facil demostrar que los vectores del nticleo de una forma bilineal son todos isétropos
y que, en general, el conjunto de vectores isétropos no forma un subespacio de V. Ademas,
también se prueba que la tnica forma bilineal que tiene todos los vectores isétropos es la
forma bilineal nula.

Los vectores no isétropos tienen la siguiente propiedad

Lema 5.1. Sea f : V x V — K una forma bilineal simétrica y v € Vun vector no
isétropo respecto de f. Entonces V =<uv>® <v >*.

Teniendo en cuenta el lema anterior, podemos dar un método que permite obtener
bases ortogonales cuando se tiene una forma bilineal simétrica. El proceso consiste en:

1. Se toma un vector no isétropo vy,

2. Seexpresa V =<v; > ® < vy >+,

3. Se reitera el proceso considerando como subespacio < v; >, esto es, se loca-
liza v2 no isétropo y se descompone < v St=< vy > @ < vy,v9 >L. Y asi

sucesivamente.

4. El proceso finaliza cuando no es posible localizar un vector no isétropo en el
subespacio < vi,vs,...,v; >T. Entonces, la forma bilineal f restringida a <
V1,2, ...,v; >+ esla forma bilineal nula y cualquier base de este subespacio junto
con los vectores obtenidos en los pasos anteriores formaran una base ortogonal

de V.

Siguiendo los pasos indicados anteriormente se puede demostrar:

Teorema 5.2. Sea f: V xV — K una forma bilineal simétrica. FEntonces, eziste
una base B de V' que es ortogonal respecto de f.

La existencia de una base ortogonal para cualquier forma bilineal simétrica nos permite
demostrar

Teorema 5.3. Sea A € Mat,, x,(K) una matriz simétrica. Entonces, existe D matriz
diagonal que es congruente con A.

Por otro lado, en el caso particular de las formas bilineales simétricas no degeneradas,
las bases ortogonales son de una tipo especial:
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Teorema 5.4. 50 f : V XV — K es una forma bilineal simétrica no degenerada y
By una base ortogonal respecto de f. Entonces, los vectores de By son no isotropos.

6. Ley de Inercia.

Una vez que se ha demostrado la existencia de base ortogonal para las formas bilineales
simétricas sobre cualquier cuerpo K, analizamos en este apartado el caso particular de las
formas bilineales simétricas reales, esto es, aquellas que se definen sobre un R-espacio
vectorial.

Es evidente que si se trabaja con una forma bilineal simétrica real f : V x V — R,
entonces dado un vector v € V puede suceder que f(v,v) < 0, f(v,v) > 0, 6 f(v,v) =
0. Por otro lado, al ser f una forma bilineal simétrica real existe una base ortogonal y
consecuentemente, la matriz asociada a f respecto de una base ortogonal va a ser diagonal.

Teorema 6.1. Ley de inercia. Sea f : V xV — R una forma bilineal simétrica
real y By y By, dos bases de V ortogonales respecto de f. Siry denota el nimero de
entradas positivas en la diagonal principal de la matriz Agg (f), r2 denota el nimero
de entradas mayores que 0 en la diagonal principal de la matriz A%/V(f), s1 denota el

numero de entradas menores que 0 en la diagonal principal de la matriz A%V (f), s2 denota
el nimero de entradas menores que 0 en la diagonal principal de la matriz A%/ (f), t1
\%

denota el nimero de entradas iguales a 0 en la diagonal principal de la matriz A%V(f) Y
ta denota el nimero de entradas iguales a 0 en la diagonal principal de la matriz Agg/ (f),

|
entonces

TL =T2 S1 = S92 t1:t2.

Laley de inercia motiva la definicién de signatura de una forma bilineal simétrica
real. Dada una forma bilineal simétrica real f se llama signatura de f al par (r, s), donde
r es el numero de entradas mayores que 0 que aparecen en la diagonal principal de una
matriz diagonal asociada a f y s es el niimero de entradas menores que 0 que aparecen en
dicha diagonal.

Lo primero que se observa es que via la signatura podemos saber si una forma bilineal
simétrica real es degenerada o no. Las no degeneradas seran aquellas en las que r + s
coincida con la dimension del espacio vecotrial V' sobre el que esta definida la forma
bilineal simétrica real.

Interpretando una matriz simétrica real A como la matriz asociada a una forma bilineal
simétrica real f, sabemos que A es congruente con una matriz diagonal D y empleando
la ley de inercia aplicada a f, podemos definir el concepto de signatura de una matriz
simétrica real como sigue: es el par (r,s), donde r es el nimero de entradas mayores
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que 0 que aparecen en la diagonal una matriz diagonal congruente con A y donde s es el
nimero de entradas menores que 0 que aparecen en dicha diagonal.

La importancia del concepto de signatura reside en el tltimo resultado que se prueba
en este apartado: la signatura nos permite caracterizar las matrices congruentes.

Teorema 6.2. Sean A, B € Mat,,x,(R) dos matrices simétricas reales. Entonces, A
y B son congruentes si y solo si poseen la misma signatura.

Por otro lado, aplicando este resultado al caso particular de las matrices asociadas a
una misma forma bilineal simétrica real, podemos determinar si una matriz simétrica real
es matriz asociada a una forma bilineal simétrica real dada o no: bastard que la signatura
de la matriz y de f coincidan.

7. Formas definidas positivas y negativas.

En este apartado estudiamos unas formas bilineales simétricas reales especiales: las
definidas positivas y las definidas negativas. Sera interesante un estudio inicial de las mis-
mas porque las formas bilineales definidas positivas no degeneradas son lo que se conocen
como productos escalares que se analizaran en profundidad en el siguiente tema.

Definicién. Una forma bilineal simétrica real f : V x V — R se dice que es definida
positiva si f(v,v) > 0 para cualquier vector v de V.

Definicién. Una forma bilineal simétrica real f : V x V — R se dice que es definida
negativa si f(v,v) < 0 para cualquier vector v de V.

En términos de matrices, se dice que una matriz simétrica real A es definida positiva
si XAX?' > 0 para cualquier vector X = (z1...x,) € Mat;x,(R) y definida negativa si
X AX' <0 para cualquier vector X = (z1...2,) € Matyxn,(R).

Es facil ver que una forma bilineal simétrica real es definida positiva si y sélo si tiene
matrices asociadas definidas positivas y es definida negativa si y solo si tienen por matriz
asociada a matrices definidas negativas.

Ademas, existe una caracterizacion de las matrices definidas positivas y negativas
muy sencilla de comprobar, que en combinaciéon con el reaultado anterior nos permitira
conocer de forma rapida si una forma bilineal simétrica real es definida positiva o no. Esta
caracterizacion es conocida como Criterio de Sylvester

Teorema 7.1. Criterio de Sylvester. Sea A € Mat, «,,(R) una matriz simétrica
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ai; ... Q15
real y A; = det ; © | Entonces,

a1 ... Qjj
(1) Si Aj >0 para j =1...n, entonces A es definida positiva.

(ii) Si (—1)7A; <0 para j =1...n, entonces A es definida negativa.

8. Formas cuadraticas.

Dada una forma bilineal simétrica real f definida sobre el R-espacio vectorial V' se
llama forma cuadratica asociada a f a la aplicacién ¢ : V' — R tal que ¢ (v) = f(v,v).

Sif:VxV — Resuna forma bilineal simétrica real y 1) : V' — R su forma cuadratica
asociada, entonces

1. %(0y) = 0.

2. Y(av) = a2y (v), Va € R¥v € V. Luego 1 no es aplicacién lineal.

3. Y(u+v) =) +¢(v) +2f(u,v).

Observamos que la tltima igualdad nos da una relaciéon entre una forma bilineal
simétrica y su forma cuadratica asociada.
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