Nociones basicas del Algebra Lineal 1

2. Aplicacion lineal y su matriz asociada.

Sean V' y W dos K-espacios vectoriales y f : V — W una aplicacién. Se dice que f
es una aplicacién lineal si se verifica la siguiente condicion:

flav+ pv') =af(v)+ Bf(V), Va,B €K, Yv,0' €V.

Las aplicaciones lineales también suelen recibir el nombre de homomorfismos entre
espacios vectoriales. Un monomorfismo entre los espacios vectoriales V' y W es una
aplicacién lineal f : V' — W inyectiva. Un epimorfismo entre los espacios vectoriales V'
y W es una aplicacién lineal f : V' — W sobreyectiva. Un isomorfismo entre los espacios
vectoriales V' y W es una aplicacién lineal f : V — W biyectiva. SiV =Wy f:V =V
es una aplicacion lineal, se dice que f es un endomorfismo del espacio vectorial V' y si
ademads es biyectiva, se dice que es un automorfismo de V.

Por ejemplo, la aplicacién f : R* — R* definida por f((z,y,2,t)) = (x +y + 2,y +
2z+t,z —x,y — 2x) es lineal y también recibe el nombre de endomorfismo del espacio R*.

Las aplicaciones lineales f tienen diversas propiedades. Asi, si f : V — W una
aplicacion lineal, entonces

(i) f(Oy) = Ow.
(ii)) f(—v)=—f(v), Vv e V.
(i) f(Ooimy qivi) = Yoty aif (), Yoy € K, Vv, € V.

(iv) Si {v1,...vn} es un subconjunto ligado de V', entonces {f(v1),... f(vm)} es un sub-
conjunto ligado de W.

La propiedad (iii) nos indica que si f : V' — W es una aplicacién lineal y conocemos
los valores f(v;), para ¢ = 1,...,n, siendo By = {v1,...,v,} una base de V, podemos
calcular f(v) para cualquier v. Esto es, a partir de las n imagenes de los vectores de una
base, se puede determinar la imagen de cualquier vector v.

Ademads, si f: V — W es una aplicacién lineal, By = {v1,...,v,} una base de V' y
By = {wi,...,w,} una base de W, entonces dado un vector v € V, podemos expresar

v=30l ivi Y
) =fO i) =) aif(i) => @iy ajw;,
i=1 i=1 i=1 =1

siendo f(v;) = Z;nzl aj;w;. Por tanto, podemos dar la siguiente expresién matricial de
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2 Ampliacién de Algebra Lineal

a1 e A1n a1
f)=(wr - wn)
Aml1 -+ QAmn (07

A la matriz A = (a;;) se le denomina matriz asociada a f respecto de las bases By
y By . La matriz A lleva en en la columna i-ésima las coordenadas de los vectores f(v;)
en la base By . Si queremos indicar quiénes son las bases que intervienen a la hora de
calcular la matriz asociada a f escribiremos: M‘BV,‘BW (f) para denotar la matriz asociada
a la aplicacién lineal f respecto de las bases By y Byy.

Por ejemplo, si tomamos la aplicacién f : R* — R* definida por f((z,y,z2,t)) =
(z+y+z, y+22+t, z—x+t, —x+y+2+1t) y elegimos en R* la base B = {(1,0,0,0), (0,1,0,0),
(0,0,1,0),(0,0,0,1)}, entonces la matriz asociada a f tomando en origen y llegada a B es

1 1 1 0
0 1 2 1
-1 0 1 1
-1 1 1 1
Se puede dar una interpretacién sencilla de una matriz de cambio de coordenadas

Mg s, ¢ es la matriz asociada a la aplicacion identidad de V' cuando se toman en origen
y llegada las bases B; y B2, respectivamente.

Asimismo, si tenemos una aplicacion lineal f : V — W, A es la matriz asociada a f
con respecto a las bases By y By y B es la matriz asociada a f con respecto de las bases
B\, vy By, entonces B se pude expresar en términos de A mediante la férmula

B — M‘BW’%/VVAM%/V’%V’

siendo M%/V %, la matriz de cambio de coordenadas de B a By y M%W7%’vv la matriz
de cambio de coordenadas de By a B, .
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