
Nociones básicas del Álgebra Lineal 1

Tema 1: Nociones básicas del Álgebra Lineal.

1. Conceptos fundamentales sobre espacios vectoriales y bases.

Definición. Sea (K,+, ·) un cuerpo y (V,+) un grupo abeliano. Se dice que V es
un K-espacio vectorial, si existe una aplicación f : K × V → V que verifica las cuatro
propiedades siguientes:

(i) f((1K , v)) = v, ∀v ∈ V

(ii) f((λ1 + λ2, v)) = f((λ1, v)) + f((λ2, v)), ∀λ1, λ2 ∈ K, ∀v ∈ V .

(iii) f((λ, v1 + v2)) = f((λ, v1)) + f((λ, v2)), ∀λ ∈ K, ∀v1, v2 ∈ V .

(iv) f((λ1λ2, v)) = f((λ1, f(λ2, v))), ∀λ1, λ2 ∈ K, ∀v ∈ V .

A esta aplicación se la denomina multiplicación por un escalar y se suele emplear
la siguiente notación: f(λ, v) = λv. A los elementos de V se les llama vectores y a los
del cuerpo K escalares. Si está claro en qué cuerpo estamos trabajando, a los K-espacios
vectoriales se les dice simplemente espacios vectoriales.

Los ejemplos más usuales de espacios vectoriales son:

(1) Matn×m(K), donde

Matn×m(K) = {(aij)|aij ∈ K, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}

tomando como operacin interna + a la suma usual de matrices:

∀(aij), (bij) ∈ Matn×m, (aij)(bij) = (aij + bij),

y la multiplicación por un escalar siguiente:

∀λ ∈ K, ∀(aij) ∈ Matn×m, λ(aij) = (λaij).

(2) Kn = {(k1, . . . , kn)|ki ∈ K, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}} con la siguiente operación interna:

∀(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Kn, (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

y la multiplicación por un escalar:

∀λ ∈ K, ∀(x1, . . . , xn) ∈ Kn, λ(x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn).
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En todo K-espacio vectorial V se verifican las siguientes propiedades:

1. λ0V = 0V , ∀λ ∈ K.

2. 0Kv = 0V , ∀v ∈ V .

3. (−1K)v = −v, ∀v ∈ V .

4. Si λ ∈ K y v ∈ V verifican que λv = 0V , entonces λ = 0K ó v = 0V .

Dentro de un K-espacio vectorial nos podemos encontrar subconjuntos que ellos mis-
mos tengan estructura de K-espacio vectorial con las operaciones dadas restringidas a
ellos. Son los K-subespacios vectoriales. Para saber si un subconjunto S ⊆ V es un
K-subespacio vectorial, utilizamos la siguiente caracterización

Proposición 1.1. Sea V un K-espacio vectorial y S un subconjunto de V no vaćıo.
Entonces, son equivalentes

1. S es un K- subespacio vectorial de V .

2. ∀s1, s2 ∈ S, s1 + s2 ∈ S y ∀λ ∈ K, ∀s ∈ S, λs ∈ S.

3. ∀λ1, λ2 ∈ K, ∀s1, s2 ∈ S, λ1s1 + λ2s2 ∈ S.

Por ejemplo,

(1) Si tomamos el R-espacio vectorial R3, cualquier recta que pase por el (0, 0, 0) o plano
que lo contenga es un subespacio vectorial de R3. Aśı, S = {(2y, y,−y)|y ∈ R} es un
subespacio de R3 ya que ∀λ1, λ2 ∈ R y ∀(2y1, y1,−y1), (2y2, y2,−y2) ∈ S se cumple

λ1(2y1, y1,−y1) + λ2(2y2, y2,−y2) = (2λ1y1 + 2λ2y2, λ1y1 + λ2y2,−λ1y1 − λ2y2) ∈ S.

Sin embargo, T = {(x, y, z)|x − 2y = 2, z + y = 0} no es subespacio vectorial porque
(4, 1,−1), (6, 2,−2) ∈ T y en cambio (4, 1,−1) + (6, 2,−2) = (10, 3,−3) ̸∈ T .

(2) Si V un K-espacio vectorial y T = {s1, . . . , sm} ⊆ V . Entonces, el conjunto

S =< s1, . . . , sm >= {
m∑
i=1

αisi|αi ∈ K, i = 1, · · · ,m}

es un subespacio vectorial de V , llamado subespacio vectorial generado por los vectores
de {s1, . . . , sm}.

Los subespacios vectoriales son interesantes porque, entre otras propiedades, se cumple
que al sumar o intersecar un número finito de subespacios vectoriales obtenemos otro
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subespacio vectorial, esto es, si V es un K-espacio vectorial y S1, S2, . . ., Sr son r K-
subespacios vectoriales de V el conjunto

∩r
i=1Si = {v ∈ V |v ∈ Si∀i ∈ {1, . . . , r}}

es un subespacio vectorial llamado subespacio intersección de S1, S2, . . ., Sr y

r∑
i=1

Si = {v1 + . . .+ vr ∈ V |vi ∈ Si∀i ∈ {1, . . . , r}}.

es un subespacio vectorial de V llamado subespacio suma de S1, S2, . . ., Sr. Diremos
que V es suma directa de S1, S2, . . ., Sr, y se escribe V = S1 ⊕ S2 ⊕ · · · ⊕ Sr, si se
cumplen las dos siguientes condiciones:

(i)
∑r

i=1 Si = V.

(ii) ∀i ∈ {1, · · · , r}, Si ∩
∑r

j = 1
j ̸= i

Sj = {0V }.

Otro de los conceptos claves en un espacio vectorial V es el de base de un espacio
vectorial. Un subconjunto B ⊆ V es una base de V si cualquier vector de V se escribe
de forma única como combinación lineal de los vectores de B. Trabajaremos en espacios
vectoriales de dimensión finita, esto es, aquellos cuyas bases tienen un número finito de
elementos. Es conocido que si V es un espacio vectorial de dimensión finita todas sus bases
tienen el mismo cardinal que recibe el nombre de dimensión del espacio vectorial. Por
ejemplo,

(1) En el R-espacio vectorial Rn el conjunto B = {(1, 0, 0, ...), (0, 1, 0, ...), (0, ..., 0, 0, 1)} es
una base de Rn y la dimensión de Rn es n.

(2) En el R-espacio vectorial Mat2×3(R) el conjunto B =

{(
1 0 0
0 0 0

)
,

(
0 1 0
0 0 0

)
,(

0 0 1
0 0 0

)
,

(
0 0 0
1 0 0

)
,

(
0 0 0
0 1 0

)
,

(
0 0 0
0 0 1

)}
es una base de Mat2×3(R) y

su dimensión es 6.

Dado un espacio vectorial V de dimensión finita n y una base B = {v1, . . . , vn} de V ,
sabemos que existen unos únicos escalares λ1, . . . , λn ∈ K tales que v = λ1v1 + · · ·+ λnvn
a los que se les llaman coordenadas del vector v en la base B.

Para denotar las coordenadas de un vector emplearemos la notación siguiente

 λ1
...
λn


son las coordenadas del vector v = λ1v1 + · · ·+ λnvn en la base B = {v1, . . . , vn}.
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Por ejemplo, si tomamos el R-espacio vectorial R4, y elegimos como base de R4 a
B = {(1, 1, 1, 1), (0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 1)}, el vector (1, 2, 3, 4) ∈ R4 se expresa como
combinación lineal de vectores de B mediante:

(1, 2, 3, 4) = 1(1, 1, 1, 1) + 1(0, 1, 1, 1) + 1(0, 0, 1, 1) + 1(0, 0, 0, 1).

Por tanto, el vector (1, 2, 3, 4) tiene por coordenadas en la base B a


1
1
1
1

.

En un K-espacio vectorial V de dimensión finita n, podemos tener dos bases B1 =
{v1, . . . , vn} y B2 = {u1, . . . , un} y dado un vector v ∈ K, sabemos que existen unos únicos
escalares α1, . . . , αn, β1, . . . , βn ∈ K tales que

v = (v1 . . . vn)

 α1
...
αn



v = (u1 . . . un)

 β1
...
βn


 α1

...
αn

 y

 β1
...
βn

 son las coordenadas de v respecto de las bases B1 y B2, respectivamente.

Podemos relacionar ambas coordenadas mediante la matriz de cambio de coordenadas β1
...
βn

 =

 γ11 . . . γ1n
...

...
γn1 . . . γnn


 α1

...
αn

 ,

donde

 γ11 . . . γ1n
...

...
γn1 . . . γnn

 es la matriz que lleva en sus columnas las coordenadas de los

vectores de la base B1 en la base B2. Es decir, en la primera columna aparecen las
coordenadas de v1 en la base B2, en la segunda columna, vienen las coordenadas de v2 en
la base B2 y aśı sucesivamente. La denotaremos por MB1B2

.

Por ejemplo, si en el R-espacio vectorial R4 elegimos las bases B1 = {(1, 1, 1, 1),
(0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 1)} y B2 = {(−1, 1, 1, 1), (0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 1)} la
matriz de cambio de coordenadas de B1 a B2 viene dada por:

MB1B2
=


−1 0 0 0
2 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
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Del mismo modo que hemos definido MB1B2
, podemos hallar MB2B1

. Es inmediato
que

MB1B2
MB2B1

= In = MB2B1
MB1B2

.

Por tanto, MB1B2
y MB2B1

son matrices inversibles y M−1

B1B2
= MB2B1

.

2. Aplicación lineal y su matriz asociada.

Sean V y W dos K-espacios vectoriales y f : V → W una aplicación. Se dice que f
es una aplicación lineal si se verifica la siguiente condición:

f(αv + βv′) = αf(v) + βf(v′), ∀α, β ∈ K, ∀v, v′ ∈ V.

Las aplicaciones lineales también suelen recibir el nombre de homomorfismos entre
espacios vectoriales. Un monomorfismo entre los espacios vectoriales V y W es una
aplicación lineal f : V → W inyectiva. Un epimorfismo entre los espacios vectoriales V
y W es una aplicación lineal f : V → W sobreyectiva. Un isomorfismo entre los espacios
vectoriales V y W es una aplicación lineal f : V → W biyectiva. Si V = W y f : V → V
es una aplicación lineal, se dice que f es un endomorfismo del espacio vectorial V y si
además es biyectiva, se dice que es un automorfismo de V .

Por ejemplo, la aplicación f : R4 → R4 definida por f((x, y, z, t)) = (x + y + z, y +
2z+ t, z− x, y− 2x) es lineal y también recibe el nombre de endomorfismo del espacio R4.

Las aplicaciones lineales f tienen diversas propiedades. Aśı, si f : V → W una
aplicación lineal, entonces

(i) f(0V ) = 0W .

(ii) f(−v) = −f(v), ∀v ∈ V .

(iii) f(
∑m

i=1 αivi) =
∑m

i=1 αif(vi), ∀αi ∈ K, ∀vi ∈ V .

(iv) Si {v1, . . . vm} es un subconjunto ligado de V , entonces {f(v1), . . . f(vm)} es un sub-
conjunto ligado de W .

La propiedad (iii) nos indica que si f : V → W es una aplicación lineal y conocemos
los valores f(vi), para i = 1, . . . , n, siendo BV = {v1, . . . , vn} una base de V , podemos
calcular f(v) para cualquier v. Esto es, a partir de las n imágenes de los vectores de una
base, se puede determinar la imagen de cualquier vector v.

Además, si f : V → W es una aplicación lineal, BV = {v1, . . . , vn} una base de V y
BW = {w1, . . . , wm} una base de W , entonces dado un vector v ∈ V , podemos expresar
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v =
∑n

i=1 αivi y

f(v) = f(
n∑

i=1

αivi) =
n∑

i=1

αif(vi) =
n∑

i=1

αi

m∑
j=1

ajiwj ,

siendo f(vi) =
∑m

j=1 ajiwj . Por tanto, podemos dar la siguiente expresión matricial de
f(v):

f(v) = (w1 · · · wm )

 a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

 α1
...
αn

 .

A la matriz A = (aij) se le denomina matriz asociada a f respecto de las bases BV

y BW . La matriz A lleva en en la columna i-ésima las coordenadas de los vectores f(vi)
en la base BW . Si queremos indicar quiénes son las bases que intervienen a la hora de
calcular la matriz asociada a f escribiremos: MBV ,BW

(f) para denotar la matriz asociada
a la aplicación lineal f respecto de las bases BV y BW .

Por ejemplo, si tomamos la aplicación f : R4 → R4 definida por f((x, y, z, t)) =
(x+y+z, y+2z+t, z−x+t,−x+y+z+t) y elegimos en R4 la baseB = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0),
(0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}, entonces la matriz asociada a f tomando en origen y llegada a B es

1 1 1 0
0 1 2 1
−1 0 1 1
−1 1 1 1

.

Se puede dar una interpretación sencilla de una matriz de cambio de coordenadas
MB1B2

: es la matriz asociada a la aplicación identidad de V cuando se toman en origen
y llegada las bases B1 y B2, respectivamente.

Asimismo, si tenemos una aplicación lineal f : V → W , A es la matriz asociada a f
con respecto a las bases BV y BW y B es la matriz asociada a f con respecto de las bases
B′

V y B′
W , entonces B se pude expresar en términos de A mediante la fórmula

B = MBW ,B′
W
AMB′

V
,BV

,

siendo MB′
V
,BV

la matriz de cambio de coordenadas de B′
V a BV y MBW ,B′

W
la matriz

de cambio de coordenadas de BW a B′
W .

3. Valores y vectores propios de un endomorfismo y de una matriz.

Sea V un K-espacio vectorial y f : V → V un endomorfismo. Un escalar λ ∈ K se
dice que es un valor propio de f si existe v ∈ V − {0V } tal que f(v) = λv. Si λ ∈ K es
un valor propio de f y v ∈ V − {0V } verifica que f(v) = λv, se dice que V es un vector
propio asociado a λ de f .
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Si λ es un valor propio del endomorfismo f : V → V , entonces el conjunto

V (λ) = {v ∈ v | f(v) = λv}

es un subespacio vectorial no nulo, llamado subespacio fundamental asociado al valor
propio λ. Además, si v ∈ V (λ), entonces f(v) ∈ V (λ). Por tanto, si se restringe f a
V (λ), la aplicación f |V (λ) : V (λ) → V (λ) es un endomorfismo de V (λ) y es claro que si
dimV (λ) = s, entonces la matriz asociada a f |V (λ) tomando la base BV (λ) es de la forma
λIs.

Es fácil probar que si V es un K-espacio vectorial, f : V → V es un endomorfismo,
λ1 . . . λr son r valores propios distintos de f y vi ∈ V (λi) un vector propio asociado al
valor propio λi, para i = 1, . . . , r, entonces el conjunto {v1, . . . , vr} es un conjunto libre.

De forma análoga se define el concepto de valor y vector propio asociado a una matriz
A ∈ Matn×n(K). Aśı, Dada una matriz A ∈ Matn×n(K) y un escalar λ ∈ K se dice

que λ es un valor propio de A si existe

 a1
...
an

 ∈ Matn×1(K) − {(0 . . . 0)} tal que

A

 a1
...
an

 = λ

 a1
...
an

. A

 a1
...
an

 le denominaremos vector propio asociado al valor

propio λ.

Si A ∈ Matn×n(K) y VA(λ) es el subconjunto formado por todos los vectores propios

asociados al valor propio λ y el vector

 0
...
0

, esto es

VA(λ) =


 a1

...
an

 ∈ Matn×1(K)|A

 a1
...
an

 = λ

 a1
...
an

 ,

se puede demostrar que VA(λ) es un subespacio vectorial de Matn×1(K)

4. Polinomio caracteŕıstico.

Para poder obtener de forma sencilla los valores propios de una matriz o de un
endomorfismo utlizaremos lo que se conoce como polinomio caracteŕıstico. Si A ∈
Matn×n(K), se llama polinomio caracteŕıstico a χA(x) = det(xIn−A) y se llama ecuación
caracteŕıstica a χA(x) = 0. Es fácil probar que si A ∈ Matn×n(K), las ráıces de
χA(x) = 0 que están en K son los valores propios de A.

Si f : V → V es un endomorfismo y A y B son dos matrices asociadas a f re-
specto de B1 y B2, respectivamente, entonces χA(x) = χB(x) y por ello se puede definir
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el concepto de polinomio carateŕıstico de un endomorfismo: es el polinomio carac-
teŕıstico de cualquier matriz asociada a él y se denotará por χf (x). Además, es fácil probar
que los valores propios del endomorfismo f son precisamente las ráıces de su polinomio
carateŕıristico.

Por ejemplo, si tomamos f : R4 → R4 definida por f((x, y, z, t)) = (x + y + z, y +
2z + t, z − x + t,−x + y + z + t) la matriz asociada a f respecto de la base B =

{(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)} es


1 1 1 0
0 1 2 1
−1 0 1 1
−1 1 1 1

 y

χf (x) =

∣∣∣∣∣∣∣


x− 1 −1 −1 0
0 x− 1 −2 −1
1 0 x− 1 −1
1 −1 −1 x− 1


∣∣∣∣∣∣∣ = x2(x2 − 4x+ 5).

Por tanto, λ = 0 es un valor propio de f .
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