Forma canonica de Jordan de una matriz 1

1. Planteamiento del problema. Matrices semejantes. Matrices
triangularizables.

El problema que nos planteamos en este tema es el siguiente: dada una matriz A €
Mat, x,(K) queremos saber bajo que condiciones existe una matriz inversible P y una
matriz triangular superior T tales que A = PTP~!. Cuando esto suceda se dird que A es
una matriz triangularizable.

Recordemos que dada A = (a;;) € Mat,,x,(K) se dice que A es triangular superior
sia;;j=0paraie {l,...,n}yl1<j<i.

Asimismo estableceremos la relacion que existe entre este problema y el abordado en
el tema anterior en el que se estudiaba bajo que condiciones un endomorfismo f: V — V
del K-espacio vectorial V' admitia una base de V respecto de la cual la matriz asociada
a f era triangular superior, esto es, f es un endomorfismo triangularizable. Veremos que
ambos problemas estdn relacionados. En efecto, si nos dan una matriz A € Mat, xn(K)
la podemos interpretar como la matriz asociada a cierto endomorfismo f de un K-espacio
vectorial V' de dimension n y si f es triangulariazable, entonces teniendo en cuenta la
relacin existente entre matrices asociadas a la misma aplicacion lineal la matriz propuesta
A serd también triangularizable. Reciprocamente, dado un endomorfismo f de un K-
espacio vectorial V' de dimension n el estudiar si f es triangularizable equivale a analizar si
una matriz asociada a f respecto de una base By es triangularizable. Por tanto, ver si una
matriz A € Mat, «,(K) es triangularizable es equivalente a estudiar si el endomorfismo
asociado a ella es triangularizable.

Recordemos que

Definicién. Dos matrices A, B € Mat,x,(K) se dice que son semejantes si existe
una matriz inversible, P, llamada matriz de paso, tal que A = PBP!.

Obviamente, si A = My, (f) vy B = M%/V(f) son las matrices asociadas a un
mismo endomorfismo f de un espacio vectorial V', entonces son semejantes ya que A =
M%V’%/VBM%/V,%V, donde M%/w%v es la matriz de cambio de base de B}, a By .

Estas dos ultimas definiciones permiten dar otra definicion equivalente de matrices
triangularizables: una matriz es triangularizable si es semejante a una matriz triangular
superior. Ademas, si A es una matriz triangularizable, observamos que todas las matrices
semejantes a ella son también triangularizables.

Asimismo, podremos determinar si dos matrices triangularizables son o no semejantes
y, en caso de serlo, localizar una matriz de paso.

Al igual que sucedia en el estudio de los endomorfismos triangularizables, en el proble-
ma de triangularizacion de matrices, observamos lo siguiente: dada una matriz triangulari-
zable pueden existir dos matrices triangulares superiores diferentes que sean asociadas a la
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1 0 0 1 3 3
matriz dada. Por ejemplo, lamatrizA= |1 1 1 | essemejanteaB=0 1 0 | ya
0 0 1 0 0 1
1 1 0
0 1 0
0 0 1

0 3 0
que A=P 'BP,conP= |0 0 1 |.PeroAtambién essemejantea C =
1 00
0
con matriz de paso Q = | 1
1

Por ello, vamos a imponer més condiciones: si una matriz A € Mat, «,(K) es trian-
gularizable, intentaremos localizar la matriz triangular superior con mayor nimero de ‘0’
posibles en sus entradas tal que sea semejante a la matriz dada. A esta matriz le pediremos
también que en las casillas (i,7 + 1), para ¢ = 1,...,n, siendo n = dim(V), sélo puedan
aparecer ‘0’ o ‘1’ y las casillas (i,7) con j > i+ 1 tome el valor ‘0’. Esta matriz serd una
matriz de Jordan que se conoce como la forma candnica de Jordan de la matriz A. En
este tema veremos que condiciones debe cumplir A para que exista una matriz P inversible
y como localizarla tal que A sea semejante a J, forma candnica de Jordan de A, con matriz
de paso P.

Definicién. Dada una matriz triangularizable A, se llama forma canénica de
Jordan de A a una matriz de Jordan que sea semejante a A.

De nuevo, la forma canénica de Jordan de una matriz A triangularizable es tnica
salvo el orden de los bloques basicos de Jordan. Ademads, dos matrices triangularizables
son semejantes si y solo si tienen la misma forma candnica de Jordan y una matriz trian-
gularizable es asociada a un endomorfismo f si tiene la misma forma canénica de Jordan
que éste.

En caso de matrices diagonalizables (esto es aquellas matrices que son semejantes a
una matriz diagonal) la forma diagonal y la forma canénica de Jordan coinciden.

Se puede caracterizar las matrices triangularizables a través de su polinomio carac-
teristico:

Teorema 1.1. (Caracterizaciéon de matrices triangularizables) Sea
A € Mat, «,(K). Entonces, A es triangularizable si y sélo si su polinomio caracteristico
se escinde sobre K.

Para demostrar el Teorema anterior observamos que probar que si A es triangulari-
zable, entonces su polinomio caracteristico se escinde sobre K es sencillo. En efecto, si A
es triangularizable, entonces A es semejante a una matriz triangular 7' y los polinomios
caracteristicos de A y T coinciden por ser matrices semejantes. Ahora, xr(z) = (z —
t11) - (x — tpn), luego tiene a ty1,- - -, t,, como raices de xr(z) = 0y xr(x) se escinde
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sobre K.
Para ver la otra implicacién veremos cémo se construye la forma canénica de Jordan

de una matriz A cuyo polinomio caracteristico x4 (z) se escinda sobre K en los siguientes
apartados de este tema.
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