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Anexo: El anillo de polinomios K|z].
1. Construccion del anillo de polinomios K|[z].
Dado un cuerpo K, se define
m .
Klz]={> a' | a; € K,i=0,...,m,m e NU{0}},
i=0
donde p(z) = >°i", a;z", siendo a; € K,i = 0,...,m,m € NU {0} recibe el nombre de
polinomio en x con coeficientes en K.
Dos polinomios p(x) = > " a;z’ y q(z) = > i, biz" son iguales si a; = b;, para todo
Por convenio, si a; = 0, entonces a;z* = 0 y 2° = 1. Esto nos permite denotar al
polinomio p(x) = Y i~ a;z’ = amz™ +...+ag por p(xz) = Y a;x’, entendiendo que a; =0
si i > m.

En K|[z] se pueden definir dos operaciones internas: la suma y el producto de poli-
nomios. En concreto,

Definicién. Sean p(x) = >_a;2' y q(x) = > b;x" dos polinomios de K[x]. Se llama
suma de los polinomios p(z) y ¢(z), y se denota por p(x) + g(x), al polinomio

p(x) +q(x) =Y (ai+b;)a'".

Es facil ver que (K|z|,+) tiene estructura de grupo abeliano siendo 0 el elemento
neutro del mismo y dado p(z) = Y a;2, su elemento opuesto es —p(x) = > (—a;)z".

Definicién. Sean p(x) = >_a;2' y q(x) = > b;x" dos polinomios de K[x]. Se llama
producto de los polinomios p(z) y ¢(z), y se denota por p(x) - ¢(x) al polinomio

pl@) - a(@) = 3 e,
donde ¢; = Z;:o a;b;_;, para todo i.

Se puede demostrar que (K|[z], -) es un semigrupo conmutativo con elemento identidad,
siendo éste 1. Ademds, (K[z],+,) tiene estructura de anillo conmutativo con elemento
identidad, que recibe el nombre de anillo de los polinomios con coeficientes en K
en la indeterminada z.
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2. Grado de un polinomio.

Dado p(x) € K|[z], se llama el grado del polinomio p(z) = > a;x" # 0 y de denota
por deg(p), al mayor exponente m al que aparece elevado la varible z, siendo a,, # 0, esto
es,

deg(p) = max{i e NU {0} | a; # 0}

y si p(x) = 0, entonces el grado de p es —oo. Si p(x) = > a;x" es un polinomio de grado
m, al coeficiente a,, se le llama coeficiente director de p(z) y si el coeficiente director de
p(x) es 1, se dice que p(x) es un polinomio ménico. Obviamente, si p(z) = > a;x* # 0
es un polinomio de grado m, entonces a; = 0, si j > m.

En relacion al grado de un polinomio se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.1. Sean p(x) y q(z) son dos polinomios de K|x| de grados m y n,
respectivamente, entonces

(i) El grado de p(x) + q(x) es menor o igual que el mdzimo entre m y n.
(i) El grado de p(x).q(x) es igual a n + m.

Ademds, si deg(p) # deg(q), entonces deg(p + q) = max{deg(p),deg(q)}.

3. Divisibilidad. Algoritmo de la division.

El Algoritmo de divisién en K|[z] nos da la manera de dividir dos polinomios esto
es, que si p(x), q(z) € K|z], siendo ¢(z) # 0, el Algoritmo de la divisién permite localizar
unos unicos polinomios ¢(x) y r(x) tales que p(x) = q(z)c(x)+r(z), siendo deg(r) < deg(q).
A r(z) se le llama resto de la divisién de p(x) entre ¢(x) y a ¢(z) cociente de la
divisién de p(z) entre g(x). La demostracién del Algoritmo de la divisién consta de dos
partes. En la primera se prueba la existencia de los polinomios ¢(z) y 7(z) y en la segunda
parte se prueba su unicidad. Para construir c¢(x) y r(x) se siguen los siguientes pasos:

1. Sideg(p) < deg(q), se elige ¢(x) =0y r(z) = p(x).

2. Si n = deg(p) > deg(q) = m se elige c¢1(x) = a,b,,'2"~™, donde a, es el coeficiente
director de p(x) y b,! es el coeficiente director de g(r) y se toma p;(z) = p(z) —
c1(z)q(x).

1,.n—m

3. Si deg(p1) < deg(q), entonces se toma r(z) = p1(z) y c(z) = a,, 'z

4. Sideg(p1) > deg(q), se reitera el paso 2 pero tomando como p(x) a p1(z) y se construye
un nuevo polinomio ps(z) = p1(x) — ca(x)q(x). Si deg(p2) < deg(q) se elige c(z) =
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c1(x) + co(x) y r(x) = po(x) v si deg(p2) > deg(q) se repite el proceso con ps(z) y asi
sucesivamente.

Observamos que como los polinomios p;(z) que se van construyendo verifican deg(p) >
deg(p1) > deg(p2) > ... llegard un momento en el que el polinomio obtenido p;(z) sea de

grado menor que q(z).

Para finalizar este apartado introducimos el concepto de dividir a :

Definicién. Sean p(x),q(x) € K|[z], siendo g(z) # 0. Se dice que ¢(z) divide a p(x)
si r(z) = 0, siendo r(x) el resto de la divisién de p(z) entre ¢(x).

Si r(x) # 0, entonces se dice que ¢(z) no divide a p(x).

Si g(z) divide a p(z) se escribira: g(x)|p(x) y en caso contrario g(x) fp(x).
4. Raices de un polinomio.

Otro concepto fundamental relacionado con los polinomio es el de raiz de un poli-
nomio. Sip(x) € K[x]y o € K, entonces se dice que « es una raiz de p(x) de multiplicidad
m si (z — a)™ divide a p(x) y (x — a)™*! no divide a p(x).

Lo anterior equivale a decir que p(z) = (x — a)™¢g(x), siendo g(a) # Ok

Como consecuencia inmediata del Algoritmo de la divisién, se tiene

Proposicién 4.1. Sea p(z) € K[z| y o € K una raiz de p(z). Entonces, o es raiz de
multiplicidad mayor que 1 si y sdlo si « es raiz de p y de p’, donde p'(x) es el polinomio
derivada de p(x).

Por otro lado, es facil probar que

Proposicién 4.2. Sea p(x) € K|x]| un polinomio de grado n. Entonces, p(x) tiene a
lo mas n raices en K.

En el caso particular de K = Q, se existe una forma sencilla de localizar las raices de
un polinomio con coeficientes enteros:

Proposicién 4.3. Sea p(x) = Y a;2° € Z[z] un polinomio de grado m. Entonces, las
raices racionales de p(x) son de la forma a/b, con a,b primos entre si, a divisor de ay y b
divisor de a,.
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A partir del estudio de las raices racionales de un polinomio con coeficienters enteros
se puede calcular las raices racionales de un polinomio con coeficientes racionales. En
efecto, si p(x) = > a;z" € Q[x], entonces los coeficientes de este polinomio son de la forma

_ b & : : _ i _ac o
a; = ¢, siendo b;,c; € Z. Entonces, el polinomio q(x) = > e;x", donde e; = i<, siendo

¢ el minimo comun multiplo de los ¢;. Entonces, g(z) € Z|[x] tiene las mismas raices que
p(x) y las raices de g(x) se pueden calcular por el método descrito en el resultado anterior.

5. Polinomios irreducibles. Factorizacion de un polinomio.

Definicién. Un polinomio p(z) € K[x] de grado mayor o igual que 1 se dice que
es irreducible sobre K si al expresar p(x) como producto de dos polinomios de K|[z],
siempre es uno de los factores de grado 0.

Una propiedad interesante de los polinomios irreducibles aparece en el siguiente resul-
tado:

Proposicién 5.1. Sean p(z), f(z), g(z) € K[z] tales que p(z) es irreducible sobre K
y p(x)|f(z)g(x). Entonces, p(x)|f(x) 6 p(z)lg(z).

Otro de los resultados interesantes que se tenemos es la factorizaciéon en polinomios
irreducibles sobre K|[x| de cualquier polinomio p(z) de grado mayor o igual que 1.

Proposicién 5.2. Factorizacién de un polinomio en irreducibles Sea f(z) €
K[x] un polinomio de gradomayor o igual a 1. Entonces, existen pi(z),...,pm(z) € K|z]
polinomios irreducibles sobre K tales que

f(@) = pi(2) ... pm(2).

Ademads, en el producto anterior los factores estan univocamente determinados salvo el
orden o factores constantes o € K — {0}.

Como consecuencia del resultado anterior deducimos que

Corolario 5.3. Sea f(x) € K[z] un polinomio de grado n > 1. Entonces, en la
descomposicion en factores irreducibles de f(x) aparecen a lo mas n factores irreducibles

sobre K.

Por tdltimo, vamos a dar criterios de irreducibilidad que nos podemos utilizar para
saber si un polinomio es irreducible o no.

Criterio 1. Sea f(x) € K|[x] tal que 2 < deg(f) < 3. Entonces, f(z) es irreducible
sobre K siy sé6lo si f(x) no tiene raices en K.
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Criterio 2. (Lema de Gauss). Sea f(x) € Z[x]. Entonces, f(z) factoriza como
producto de dos polinomios de grado menor r y s en Q[x] si y sélo si f(z) factoriza como
producto de dos polinomios de grado menor r y s en Z[z].

Criterio 3. (Criterio de Eisenstein generalizado). Sea p un ndmero primo y
f(z) =>"" ,a;x" € Z[zx] con a,, # 0. Supongamos que existe r € {1,...,n} tal que

(i) pla; parai=0,...,r — 1.
(i) p? fao.

(iii) p fa,. Entonces, en la descomposicién en factores irreducibles sobre Q de f(z) aparece
un factor irreducible de grado mayor o igual a 7.

Criterio 4. (Reduccién médulo m) Sean f(z) = Y.I" iz’ € Zz] y flx) =
S @zt € Z/mZz) tales que deg(f)=deg(f). Si f(x) es irreducible sobre Z/mZ[x],
entonces f(x) es irreducible sobre Q.
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