
Tema 1

Modelos lineales y solucíon gráfica

La programación lineal es una importante rama de la Investigación Operativa.
Esta técnica matemática consiste en una serie de métodosque permiten obtener
la mejor solución en problemas de optimización lineal conrestricciones. Este
tipo de problemas surgen en la práctica en diferentes contextos cuando se trata
de asignar recursos limitados a actividades que los necesitan para ser realizadas.
La importancia de esta técnica radica en la variedad de sistemas que se pueden
representar utilizando un modelo lineal, ası́ como su aplicación a otras áreas de la
optimización. Algunos ejemplos son la asignación de recursos a necesidadas, pla-
nificación de la producción, organizar el transporte de unproducto desde orı́genes
a destinos, problemas de mezclas, etc.

La programación lineal utiliza un modelo matemático paradescribir el proble-
ma. El adjetivolinealse refiere a que todas las funciones del modelo son lineales.

1.1 El modelo lineal

Un modelo lineal es el que trata de optimizar (maximizar o minimizar) una función
lineal sujeta a que las variables verifiquen un sistema de inecuaciones lineales

opt z = c
T
x (1.1)

sujeto a

Ax
≤

> b (1.2)

x ≥ 0 (1.3)
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2 Tema 1. Modelos lineales y solución gráfica

(1.1) es la función a optimizar y se llamafunción objetivo, (1.2) son las de-
sigualdades que deben verificar las variables y se llamanrestriccionesy (1.3) son
lasrestricciones de no negatividad.

Los elementos que aparecen en el modelo planteado son los siguientes:

• x, vector devariables de decisión, conn componentes.

• c
T , vector de precioso vector de costes unitarios, conn componentes.

• b, vector de recursos, conm componentes.

• La matrizA, conm filas y n columnas se llamamatriz de coeficientes tec-
nológicos. Cada elementoaij de la matrizA representa la cantidad de re-
cursoi, i = 1, . . . , m, que se necesita para realizar una unidad de actividad
j, j = 1, . . . , n.

En el modelo lineal,cT , b y A son parámetros conocidos; el vectorx es el vec-
tor de variables cuyo valor hay que determinar con el objetivo de que los recursos
del vectorb sean asignados de forma óptima.

1.2 Formas de escribir el modelo

1. Teniendo en cuenta el tamaño de los vectores y de la matriz decoeficientes.

optz = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

sujeto a

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

≤

> b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

≤

> b2

...
...

. . .
...

...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn

≤

> bm

x1, x2 . . . xn ≥ 0
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1.3. Construcción de modelos 3

2. Forma matricial.

optz = (c1, . . . , cn)
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(x1, x2, · · · , xn)T ≥ (0, 0, · · · , 0)T

3. Si a1, a2, . . . , an son las columnas de la matrizA.

optz = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

sujeto a

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn

≤

> b

xj ≥ 0 , j = 1, . . . , n

1.3 Construccíon de modelos

Cuando se quiere analizar un sistema real por medio de la programación lineal el
primer paso es construir un modelo matemático que represente el problema. Este
primer paso es el más difı́cil en el análisis y, es importante porque la solución
que se obtiene para el sistema depende del modelo planteado.Para construir un
modelo no existen reglas, por eso algunos ejemplos prácticos pueden ser de ayuda
para desarrollar cierta habilidad.

Investigacíon Operativa. Programación Lineal
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Ejemplo 1. Problema de transporte.

Una empresa produce bicicletas en tres sucursales que tieneen las ciudades
C1, C2 y C3. La capacidad de producción mensual en cada una de las ciudades
es 1000, 2100 y 1500, respectivamente. Tiene cuatro clientes, A, B, C y D, en
distintos puntos que demandan mensualmente 800, 1100, 900 y1300 bicicletas,
respectivamente.

En la siguiente tabla se dan los costes unitarios de transporte de las bicicletas
que varı́an en función de la distancia que se recorre desde la ciudad en la que se
produce al punto de destino.

Clientes

Ciudades A B C D

C1 10 8 10 13

C2 19 6 15 16

C3 14 8 9 6

Plantear un modelo que sirva para organizar el transporte a coste mı́nimo.

• Variables de decisión.

xij : cantidad de bicicletas que se envı́an mensualmente desde la ciudad
Ci, i = 1, 2, 3 al clientej, j = A, B, C, D.

• Función objetivo: minimizar el coste de transporte.

min z = 10x1A + 8x1B + 10x1C + 13x1D + 19x2A + 6x2B + 15x2C+

+16x2D + 14x3A + 8x3B + 9x3C + 6x3D.

• Las restricciones son la oferta y la demanda.

– Oferta de los centros de producción: la capacidad de producción.

x1A + x1B + x1C + x1D ≤ 1000

x2A + x2B + x2C + x2D ≤ 2100

x3A + x3B + x3C + x3D ≤ 1500
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1.3. Construcción de modelos 5

– Es necesario satisfacer la demanda de los clientes.

x1A + x2A + x3A ≥ 800

x1B + x2B + x3B ≥ 1100

x1C + x2C + x3C ≥ 900

x1D + x2D + x3D ≥ 1300

– Las variables deben tomar valores no negativos.

xij ≥ 0, i = 1, 2, 3, j = A, B, C, D.

Ejemplo 2. Problema de produccíon.

Una empresa de producción fabrica tres tipos de piezas,P1, P2 y P3. En el
proceso utiliza tres tipos de máquinas, A, B y C, cuyas horasde trabajo disponibles
y el coste de producción se recogen en la siguiente tabla.

Coste de Producción

Máquina Horas/semana euros/hora

A 1000 6

B 1000 4

C 1000 5

En la tabla se da el número necesario de horas en cada máquina para la pro-
ducción de cada pieza.

P1 P2 P3

Máquina A 1 2 3

Máquina B 2 3 1

Máquina C 1 1 1

Para producir las piezas se necesitan dos tipos de materiales,M1 y M2 de los
que se tiene 1000 kg y 1200 kg, respectivamente. La cantidad necesaria para cada
pieza de cada uno de los materiales se da en la siguiente tabla:
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M1(kg/pieza) M2(kg/pieza)

P1 1 2

P2 1 3

P3 3 1

El coste de 1 kg deM1 es 1.5 euros el de 1 kg deM2 es 3 euros. Por otra parte,
el precio de venta de cada pieza es 50, 56 y 70 euros, respectivamente. El objetivo
de la empresa es organizar la producción para obtener el máximo beneficio.

• Variables de decisión.

xj : número de piezasPj, j = 1, 2, 3, que la empresa debe producir sema-
nalmente.

• Función objetivo: maximizar el beneficio.

Beneficio = Precio Venta− Coste materiales− Coste producción.

– Precio de venta= 50x1 + 56x2 + 70x3.

– Coste de los materiales= (1× 1.5+2× 3)x1 +(1× 1.5+3× 3)x2 +
(3 × 1.5 + 1 × 3)x3.

– Coste de Produccción= (1× 6+ 2× 4 + 1× 5)x1 + (2× 6 + 3× 4 +
1 × 5)x2 + (3 × 6 + 1 × 4 + 1 × 5)x3.

Haciendo los cálculos se tiene la siguiente función objetivo:

max z = 23.5x1 + 16.5x2 + 35.5x3.

• Las restricciones son el tiempo disponible de las máquinasy la cantidad de
material.

x1 +2x2 +3x3 ≤ 1000 (Máquina A)

2x1 +3x2 +x3 ≤ 1000 (Máquina B)

x1 +x2 +x3 ≤ 1000 (Máquina C)

x1 +x2 +3x3 ≤ 1000 (MaterialM1)

2x1 +3x2 +x3 ≤ 1200 (MaterialM2)
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• Restricciones de no negatividad:x1, x2, x3 ≥ 0.

Ejemplo 3. Problema de mezclas.

En una refinerı́a se producen gasolinas de tipos A y B mezclando y procesando
3 tipos de crudos. La siguiente tabla da la cantidad de barriles disponibles de cada
crudo y el precio por barril.

Cantidad de Precio por

Crudo barriles barril

1 2000 10

2 3000 8

3 1000 12

Para que las gasolinas A y B sean de una calidad aceptable, lasmezclas deben
tener la siguiente composición:

• La gasolina A debe contener al menos el 30% de crudo 1, al menosel 20%
de crudo 2 y no más del 30% de crudo 3.

• La gasolina B debe contener al menos el 25% de cada uno de los crudos.

Los precios de venta de un barril de las gasolinas A y B son de 40y 35
unidades monetarias respectivamente.

El objetivo es organizar la producción de gasolinas para obtener el máximo
beneficio por las ventas.

• Variables de decisión.

xij : cantidad de barriles de crudoi, i = 1, 2, 3, en la gasolina de tipoj, j = A, B.

• Función objetivo (maximizar el beneficio) = Precio de venta− Coste de
producción.

– Precio de venta= 40(x1A + x2A + x3A) + 35(x1B + x2B + x3B).

– Coste de producción= 10(x1A+x1B)+8(x2A+x2B)+12(x3A+x3B).

Investigacíon Operativa. Programación Lineal
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Haciendo cálculos, el objetivo es el siguiente:

maxz = 30x1A + 32x2A + 28x3A + 25x1B + 27x2B + 23x3B.

• Las restricciones son las cantidades disponibles de crudosy la composición
de las gasolinas.

– Cantidades de crudo.

x1A + x1B ≤ 2000 (crudo1)

x2A + x2B ≤ 3000 (crudo2)

x3A + x3B ≤ 1000 (crudo3)

– Composición de las gasolinas.

x1A ≥
30

100
(x1A + x2A + x3A)

x2A ≥
20

100
(x1A + x2A + x3A)

x3A ≤
30

100
(x1A + x2A + x3A)

x1B ≥
25

100
(x1B + x2B + x3B)

x2B ≥
25

100
(x1B + x2B + x3B)

x3B ≥
25

100
(x1B + x2B + x3B)

– Restricciones de no negatividad.

xij ≥ 0, i = 1, 2, 3, j = A, B.

Ejemplo 4. Problema de la dieta.

En un centro de nutrición se está preparando una dieta que contenga las vi-
taminasA, B, C y D en las siguientes cantidades: al menos 25 miligramos de
vitaminaA, entre 25 y 30 miligramos de vitaminaB, al menos 22 miligramos de
vitaminaC y no mas de 17 miligramos de vitaminaD.
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Vitaminas (mg/g) Coste

Nutrientes A B C D (euros/g)

1 2 1 0 1 0.014

2 1 2 1 2 0.009

3 1 0 2 0 0.013

4 1 2 1 1 0.016

Las vitaminas se pueden obtener básicamente a través de cuatro nutrientes.
La tabla muestra la cantidad de miligramos de cada vitamina que contiene cada
gramo de nutriente y el coste de cada gramo de nutriente.

Un modelo lineal para encontrar una dieta de mı́nimo coste que garantice el
aporte necesario de vitaminas se plantea de la siguiente manera.

• Variables de decisión.

xj : cantidad de gramos del nutrientej, j = 1, 2, 3, 4, que se debe incluir en
la dieta.

• Función objetivo: minimizar el coste de la dieta.

min z = 0.014x1 + 0.009x2 + 0.013x3 + 0.016x4.

• Restricciones: garantizar la cantidad necesaria de vitaminas.

2x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 25 (VitaminaA)

x1 + 2x2 + 2x4 ≥ 25 (VitaminaB)

x1 + 2x2 + 2x4 ≤ 30 (VitaminaB)

x2 + 2x3 + x4 ≥ 22 (VitaminaC)

x1 + 2x2 + x4 ≤ 17 (VitaminaD)

• Restricciones de no negatividad:x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

Investigacíon Operativa. Programación Lineal
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Ejemplo 5. Problema del corteóptimo.

Una empresa produce rollos de papel de un ancho estándar de 5metros y de
20 metros de longitud. Las demandas que recibe de sus clientes habituales son
de diferentes anchos y de longitud 20 metros. Para satisfacer las demandas la
empresa tiene que cortar los rollos estándar. Los pedidos para el próximo mes son
los siguientes:

100 rollos de 3 metros de ancho,
100 rollos de 2 metros de ancho,

300 rollos de 1.5 metros de ancho,
150 rollos de 1 metro de ancho.

Para obtener las anchuras demandadas existen varios cortesposibles de los
rollos estándar. En este problema lo que tenemos que calcular es el número de
cortes de cada tipo. Para ello comenzamos construyendo la tabla de todos los
posibles cortes de rollos de 5 metros de ancho.

Opción Anchuras (m) Papel

de corte 3 2 1.5 1 sobrante

1 1 1 0 0 0

2 1 0 0 2 0

3 0 2 0 1 0

4 0 1 2 0 0

5 0 1 0 3 0

6 0 0 2 2 0

7 0 0 0 5 0

• Variables de decisión.

xj : número de rollos que se cortan con la opciónj, j = 1, . . . , 7.

• Función objetivo: minimizar el gasto de papel, es decir, minimizar el número
total de rollos que se deben cortar.
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1.3. Construcción de modelos 11

min z = x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7.

• Restricciones: satisfacer las demandas.

x1 + x2 ≥ 100

x1 + 2x3 + x4 + x5 ≥ 100

2x4 + 2x6 ≥ 300

2x2 + x3 + 3x5 + 2x6 + 5x7 ≥ 150

• Las variables deben de ser no negativas:x1, . . . , x7 ≥ 0.

El problema también se puede plantear definiendo otros posibles cortes acep-
tando que se desperdicie papel. En la siguiente tabla se recogen los cortes en los
que se pierden hasta 0.5 m.

Opciones Anchuras (m) Papel

de corte 3 2 1.5 1 sobrante

1 1 1 0 0 0

2 1 0 1 0 0.5

3 1 0 0 2 0

4 0 2 0 1 0

5 0 1 2 0 0

6 0 1 1 1 0.5

7 0 1 0 3 0

8 0 0 3 0 0.5

9 0 0 2 2 0

10 0 0 1 3 0.5

11 0 0 0 5 0

Investigacíon Operativa. Programación Lineal
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En este caso el número de cortes y, por lo tanto, el número devariables es
11. Con la misma definición para las variables, se tiene el siguiente modelo lineal
para el problema.

min z = x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x11

sujeto a

x1 + x2 + x3 ≥ 100

x1 + 2x4 + x5 + x6 + x7 ≥ 100

x2 + 2x5 + x6 + 3x8 + 2x9 + x10 ≥ 300

2x3 + x4 + x6 + 3x7 + 2x9 + 3x10 + 5x11 ≥ 150

x1, . . . , x11 ≥ 0

1.4 Solucíon gráfica

En general, y a pesar de que todos los problemas lineales no sepueden resolver
gráficamente, todos tienen una interpretación geométrica. La solución gráfica de
modelos lineales tiene interés porque se pueden observar gráficamente conceptos
importantes de la programación lineal tales como mejora deuna solución, tipos
de solución, puntos extremos, etc.

El conjunto de soluciones del sistema de inecuaciones se obtiene represen-
tando cada ecuación y determinando el semiespacio delimitado por cada inecua-
ción. Ası́ se obtiene el polı́gono de soluciones. La funci´on objetivo es una familia
de rectas paralelas, una para cada valor dez. El valor dez crece desplazando la
recta sobre el conjunto de soluciones y alcanza el óptimo cuando se desplaza hasta
la frontera del conjunto. Si el problema tiene solución acotada el valor óptimo de
la función objetivo siempre se encuentra en un vértice delpolı́gono.
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Problema con solucíon óptima única. Considerar el modelo lineal

max z = 6x1 + 3x2

sujeto a

2x1 + 4x2 ≤ 8

−x1 + 4x2 ≤ 4

x1 − x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0

El objetivo es determinar los valores dex1 y x2 que, verificando las restricciones,
maximicen el valor de la funciónz = 6x1 + 3x2.

Se puede representar la región que delimitan las restricciones en un sistema
de coordenadas. Cada restricción del modelo es un semiespacio cerrado. Por
ejemplo, para representar el semiespacio cerrado dado por la primera restricción,
2x1 + 4x2 ≤ 8, se representa gráficamente la recta2x1 + 4x2 = 8. Esta recta
divide el plano en 2 semiespacios. Los puntos delimitados por la restricción son
los de uno de los semiespacios más los puntos de la recta. Para identificar el
semiespacio delimitado por cada restricción basta con tomar un punto de uno
de los semiespacios y comprobar si cumple la restricción. En la representación
gráfica se indica con flechas el semiespacio asociado a cada restricción.

Representando todas las restricciones, y teniendo en cuenta que las variables
deben tomar valores no negativos, se obtiene el conjunto de soluciones del pro-
blema que aparece sombreado en la gráfica.

x1

x2

O

A

B

C

D 2x1 + 4x2 = 8

−x1 + 4x2 = 4

x1 − x2 = 2

max
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El polı́gonoOABCD es un conjunto convexo. Se pueden determinar los pun-
tos extremos del conjunto resolviendo sistemas de ecuaciones. El puntoO es
el origen de coordenadas. El puntoA = (0, 1) es la intersección de la recta
−x1 + 4x2 = 4 con el eje de ordenadas. El puntoD = (2, 0) es la intersección
de la rectax1 − x2 = 2 con el eje de abcisas. El puntoB = (4

3
, 4

3
) es la inter-

sección de las rectas−x1 + 4x2 = 4 y 2x1 + 4x2 = 8. El puntoC = (8

3
, 2

3
) es la

intersección de las rectasx1 − x2 = 2 y 2x1 + 4x2 = 8.
El valor dez aumenta desplazando la función objetivo a través de la región

de soluciones, alejándola del origen de coordenadas hastallegar a la frontera del
conjunto. Ası́ se puede comprobar que el óptimo se encuentra en el puntoC y el
valor de la función objetivo esz∗ = 18.

Problema infactible. Considerar el modelo lineal

max z = x1 + x2

sujeto a

2x1 + x2 ≤ 5

x1 − x2 ≥ 4

x1, x2 ≥ 0

Representando todas las restricciones del problema podemos comprobar, como
se ve en la gráfica, que no hay ningún punto que verifique todas las restricciones.
Por tanto, el problema no tiene solución.

x1

x2

2x1 + x2 = 5

x1 − x2 = 4
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Problema con solucioneśoptimas múltiples. Considerar el modelo lineal

max z = x1 + x2

sujeto a

x1 + x2 ≤ 8

−4x1 + 4x2 ≤ 8

2x1 − x2 ≤ 6

x1, x2 ≥ 0

Para calcular el conjunto de soluciones del problema se procede como en el ejem-
plo anterior. En este caso el conjunto de soluciones es el polı́gono OABCD

que aparece sombreado en la gráfica. El puntoB es la intersección de las rectas
x1 +x2 = 8 y −4x1 +4x2 = 8, es decir,B = (3, 5). El puntoC es la intersección
de las rectasx1 + x2 = 8 y 2x1 − x2 = 6, es decir,C = (14

3
, 10

3
).

x1

x2

O

A

B

C

D

x1 + x2 = 8

−4x1 + 4x2 = 8 2x1 − x2 = 6

max

La función objetivo crece si se desplaza la recta alejandola del origen de coor-
denadas hasta la frontera del conjunto de soluciones. Las soluciones óptimas son
los puntos extremosB, C y los puntos del segmentoBC. El valor óptimo de la
función objetivo esz∗ = 8.
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Región no acotada. Solucíon no acotada. Considerar el modelo lineal

max z = x1 + 2x2

sujeto a

x1 + 2x2 ≥ 2

−2x1 + x2 ≤ 4

x1, x2 ≥ 0

Como se ve en la gráfica el conjunto de soluciones es no acotado y, la función
objetivo se puede desplazar indefinidamente alejándola del origen de coordenadas.
Por tanto, el valor óptimo dez crece hasta infinito. Se dice que la solución óptima
es no acotada.

x1

x2

x1 + 2x2 = 2

−2x1 + x2 = 4

max

Región no acotada. Solucíon acotada. Considerar el modelo lineal

min z = x1 + 2x2

sujeto a

x1 + 2x2 ≥ 2

−2x1 + x2 ≤ 4

x1, x2 ≥ 0
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En este ejemplo el conjunto de soluciones es no acotado, perose puede encon-
trar el óptimo acotado desplazando la función objetivo acercándola al origen de
coordenadas hasta la frontera de la región. Ası́ podemos comprobar que el óptimo
se encuentra en los puntosA = (0, 1), B = (2, 0) y en todos los puntos del
segmento yz∗ = 2.

x1

x2

A

B

x1 + 2x2 = 2

−2x1 + x2 = 4

min

En los ejemplos hemos visto todos los tipos de soluciones quese pueden en-
contrar al resolver un modelo lineal. Se trata de poder identificar las condiciones
asociadas a cada tipo de solución. Esto se hace en al Tema 2 enel que se da el
algoritmo simplex para resolver problemas lineales.

Las definiciones y propiedades de semiespacio, conjunto convexo, etc. se dan
con más detalle en el Apendice A dedicado al álgebra linealy conjuntos convexos.
En el Tema 2 probaremos que la solución óptima de un modelo lineal se encuentra
en un punto extremo del conjunto convexo de soluciones.
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