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Muchas preguntas en ingenieria, fisica, matematicas, economia y otras
ciencias se reducen al problema de resolver un sistema lineal. El interés en
la solucion de esos sistemas es muy antiguo, como lo demuestra el
Problema del ganado de Arquimedes. Veamos un problema donde
interviene un sistema lineal, del que se ocuparon los matematicos de hace
ochocientos afnos.

Nuestra historia es acerca de Leonardo Pisano, matematico italiano (cerca
1175-1250), mejor conocido como Fibonacci. Durante sus viajes, aprendié
la “nueva aritmética” arabe, que después presentdé al Occidente es su
famoso libro Liber abaci. Dice la leyenda que el emperador Federico Il de
Sicilia invitd a Fibonacci y a otros sabios a participar en una especie de
torneo de matematicas, en el que plantearon varios problemas. Uno de ellos
era el siguiente:

Tres hombres poseen una sola pila de monedas, y sus partes son 1/2, 1/3
y 1/6. Cada uno toma algo de dinero de la pila hasta que no queda nada.
El primero regresa 1/2 de lo que tomo, el segundo 1/3 y el tercero 1/6.

Cuando el total reintegrado se divide por igual entre los tres, se descubre
que cada uno posee lo que le corresponde. ;Cudnto dinero habia en la
pila original, y cudnto tomo cada uno de esa pila?
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Arquimedes (287-212 a.C.) es considerado el matemdtico y fisico mds grande de la
antigiiedad, asi como uno de los matemdticos mds importantes en la historia de la
humanidad. Crecié en Siracusa, una poblacion griega en Sicilia. Pheidias su padre,
fue astrénomo. Después de estudiar matemadticas en Alejandria, Egipto, Arquimedes
regresé a Siracusa, donde permanecio el resto de su vida. Fue asesinado por un
soldado, cuando la ciudad cayé en poder de los romanos.

Leonardo Pisano (cerca 1175-1250) es mds conocido por su apodo Fibonacci. Jugé
un rol muy importante al revivir las matemdticas antiguas y realizé importantes
contribuciones propias.

Fibonacci nacio en Italia pero fue educado en Africa del Norte donde su padre
ocupaba un puesto diplomdtico. Viajé mucho acompaiiando a su padre, asi conocio
las enormes ventajas de los sistemas matemdticos usados en esos paises.

Liber abaci, publicado en el 1202 después de retornar a Italia, esta basado en trozos
de aritmética y dlgebra que Fibonacci habia acumulado durante sus viajes. Liber
abaci introduce el sistema decimal Hindii-Ardbico y usa los niimeros ardbicos dentro
de Europa.

Un problema en Liber abaci permite la introduccion de los niimeros de Fibonacci y
la serie de Fibonacci por las cuales Fibonacci es recordado hoy en dia. El Diario
Trimestral de Fibonacci es un moderno periédico dedicado al estudio de las
matemdticas que llevan estas series.
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Sistema de m ecuaciones lineales con n incagnitas:

aj; X3 +aje-Xg +--- + aj, X, = by )
azy - X1 + age X2 +--- + azp Xy = ba

(1)
Aml X1 +am2 X2+ + amn Xn:bm
X incognitas: X1,X2,...,Xn
X coeficientes: aij
X términos independientes: bi1,ba,..., by,
4
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. s . = =/ =
% Expresion vectorial: X1 -a; + X3 -az+ -+ +Xpn-a,

— L . .
donde: a; = (a,azi,..., ami) ER™ i=1,2,....m

b = (by,bs, ..., by,) € R™

* Expresion matricial: A X =B (3)

donde: . \
ajl ajz - Ain X1

A= agy Aagz - Aagp \ - X = Xz\ : B—(
L ) L Xn J L bm

. Aml Am2 Amn :
* Escribir en forma vectorial y matricial el sistema:
X1 +X2+Xg3 = 3
X, — 8o+ Tx3 = b }

Il
ol
N

* Escribir en forma matricial y en la forma usual el sistema de

ecuaciones lineales cuya expresion vectorial es:

x-(2,3,1)+y-(1,-2,4)+z-(1,3,-1) = (6,4,0)
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1. Qg . ... on € R son una solucién de (1) si considerando:
X1 =1, X2 — O092,..., Xn =
se satisfacen las m ecuaciones del sistema.
Sistema homogéneo.-
* a1 *X1 +aj2-Xz +- -+ anXn =0 )
az1 - X1 + A2z Xz + -+ Azp - Xp =0 ¥ (4)
am1 X1 +am2 X2+ +amn-Xp =0 J
— —f —f n
*x X138 +X2:8+-+Xp-a,=0
% A -X= (O)mxl
Todo)sistema homogéneo) tiene al menos una . - . 0
solucion: la solucion trivial o impropia che o
6
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Subespacio vectorial de las soluciones de un sistema
homogéneo.-

S, , el conjunto de todas las soluciones de un sistema
) . . I
homogéneo (4) es un subespacio vectorial de &

Relacion _entre los conjuntos solucion _de un _sistema de
ecuaciones lineales (S) y su sistema homogéneo asociado (S,) .-

S=1{Xo+%/Z € Sn)
Xo :es una solucion de un sistema (1)

Sh  : conjunto de las soluciones del sistema
homogéneo (4) asociado al sistema (1)
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-EJEMPLO.-
2x1 + X2 +x3=1 2x1 + X2 +x3=0
X2 +x3 =1 X2 +x3=0
S={(0,1—a,a)/ac R} Sh = {(0,—a,a)/a € R}

S no es subespacio vectorial. S, es subespacio vectorial.

JPor qué? JPor qué?

20:(011:0) a=2=0

S = {Xo +7%/Z € Sn} = {(0,1,0) + (0, —a,a)/a € R} =
={(0,1—a,a)/a € R}
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AM

ai; aiz o+ Aln ai;p A1z . Aln b,
A — daz; azz -+ Aan o dz1 Azz - dAzn b2
Al A2 e Amn Al a2 o @mn l:'m

Matriz deicoeficientes Matriz ampliada

* Sistema incompatible: no tiene soluciones
2_\| 1_\-_3 1 |

X1 2_\-_3 [§]

}

* Sistema compatible determinado: tiene una iinica solucion

2_\| 1_\-_3 1 I‘ 2

X1 . Xo 0

b

X1 X2

X Sistema compatible indeterminado: tiene infinitas soluciones

1
1

}

2x Xgo + X3 ,
: Z - x3=0.x3=1—-a,xz3=aVVaclk
X3

X1 X2

N=}
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TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS

A : matriz de coeficientes del sistema
AM : matriz ampliada del sistema
n : niimero de incdgnitas del sistema

* r(A)=r(AM)=n = sistema compatible determinado
 r(A)=r(AM)<n = sistema compatible indeterminado
* r(A)<r(AM) = sistema incompatible

* r(A)=n => S.C.D. , S,={0}

* r(A)=r<n =+ S.CI. , dimS,=n-r
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Si r(A)=r(AM)=r y M, # 0

laj; aiz2 -+ Air | - Ain b1
: A1 Agg --- Aoy "t Agp bs
a1 Ayz -+ Ayy | """ Arn by
Am1  Am2 "t @my  c Qmn brn
X1,X2,..., Xy ! incognitas principales
El1.E2, ..., Er :  ecuaciones principales

dim (Sy,) = n — r = nro. incégnitas NO principales, también
denominadas incognitas libres :
Xrtls---+Xn
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-EJEMPLO.-

* 2}{1{4}{2:4
6

X1 + 2Xg = } r(A)=1<2=r(AM) = S.L

X 2x1 +4x2 =4 } r(A)=r(AM)=2=n = SCD
X4 f X2:2

*x 2x1+x2+x3=1 | r(A)=r(AM)=2<n=3 =
Xq } X9 | X3:1

= S.C.L
2 1|1 1 ,
we(| 2 2E[1)
X1.X2 °  incdgnitas principales —2%7 + X2 =1—x3 }
E1.E2 : ecuaciones principales X1+ X2 =1-x3
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SISTEMAS EQUIVALENTES

Dos sistemas de ecuaciones lineales se dicen equivalentes si
tiene las mismas soluciones.

< Conio) conseguir sistenias equivalentes?

Si las matrices ampliadas de dos sistemas

de ecuaciones lineales son equivalentes,
entonces los sistemas son equivalentes.
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METODO DE GAUSS

eliminacion
gaussiana

Obtener un sistema equivalente de discusion y resolucion
inmediatas (en caso de ser compatible).

Conseguir una matriz equivalente a la matriz ampliada AM
del sistema ( 1) en forma escalonada.
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Si denominamos entrada principal de una fila a la entrada
diferente de cero que estd mds a la izquierda en una fila no
nula, diremos que una matriz estd en forma escalonada si
tiene las siguientes tres propiedades:

Todas las filas diferentes de cero estin arriba de
cualquier fila nula.

Cada entrada principal de una fila estd en una columna
a la derecha de la entrada principal de una fila
superior.

Todas las entradas de una columna que estdn debajo de
una entrada principal son cero.

RECORDAR @
15
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Teorema de la matriz invertible.- Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces
los enunciados que siguen son equivalentes.

A es una matriz invertible.

A es una matriz regular.

A es equivalente por filas a la matriz 1, es decir: A ~ 1, .

Los vectores columna de A son linealmente independientes.

Los vectores columna de A generan R™.

Los vectores columna de A forman una base de R" .

Los vectores fila de A son linealmente independientes.

Los vectores filade A generan R™ .

Los vectores fila de A forman una base de R"™ .

AT es una matriz invertible.

Existe una matriz B cuadrada de orden n tal que A-B=1_

Existe una matriz C cuadrada de orden n talque C-A=1.

r(A)=n.

det A # 0

El sistema homdgeneo A -x =0 tiene solamente la solucion trivial.

El sistema A -x =Db es siempre compatible determinado y la solucion viene
dada por: x=A1- b,
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El teorema de la matriz invertible divide el conjunto de todas las matrices
cuadradas de orden n en dos clases disjuntas:

(I) las matrices invertibles (regulares o no singulares) y
(II) las matrices no invertibles (singulares).

Cada enunciado del teorema describe una propiedad de toda matriz
cuadrada de orden n invertible. La negacion de un enunciado del teorema
describe una propiedad de toda matriz singular cuadrada de orden n . Por
ejemplo, una matriz singular cuadrada de orden n no es equivalente por
filas a 1, no es de rango n,y tiene columnas linealmente dependientes.

La fuerza del teorema de la matriz invertible radica en las conexiones que
establece entre tantos conceptos importantes, como la independencia lineal
de las columnas (filas) de una matriz A y la existencia de soluciones para
ecuaciones de sistemas lineales de la forma A - x = b. Sin embargo, se
debe subrayar que el teorema de la matriz invertible se aplica solamente a
matrices cuadradas. Por ejemplo, si las columnas de una matriz 4 X 3 son
linealmente independientes, no podemos usar el teorema de la matriz
invertible para sacar conclusiones acerca de la existencia o no existencia
de soluciones de ecuaciones de la forma A -x=Db.
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