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Fundamentos Matemiticos de la Ingenieria

Un poco de historia

Lord Cayley es uno de los fundadores de la teoria de las matrices,
aunque su amigo Sylvester fue quien acufi6 el término matriz (1850),
para distinguir las matrices de los determinantes, que seran estudiados
en el Tema 3. De hecho, la intencidn era que el término matriz tuviera
el significado de “madre de los determinantes”. Tanto Sylvester como
Cayley son considerados entre los mejores matematicos de su tiempo.
Sylvester fue el primer profesor del Departamento de Mateméticas en
la Universidad John Hopkins, y fundd la prestigiosa revista American
Journal of Mathematics.

(Sir) Arthur Cayley (1821-1895) nacié en Surrey, Inglaterra, y estudié en la
Universidad de Cambridge. Ejercié la abogacia y al mismo tiempo escribia
aportaciones en matemdticas. Pocos aitos después de encontrar a su colega Sylvester,
otro licenciado y matemadtico, dejo la abogacia y se dedico de tiempo completo a las
matemadticas.

James Joseph Sylvester (1814-1897) nacié en Londres, de padres judios. Entré en la
Universidad de Cambridge, pero por su religion no pudo obtener un diploma, sino
hasta varios aiios después de haber terminado sus estudios. También ejercio la
abogacia y al mismo tiempo hacia investigaciones en el campo de las matemdticas. El
y Cayley tuvieron una larga y fructifera colaboracion en la teoria de los invariantes,
campo relacionado con el Algebra Lineal.
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A continuacién veamos un ejemplo de lo que ocupaba a Cayley. Tres sistemas
coordenados (x, y), (X ,Yy) y (x’,Yy") estdn conectados mediante las siguientes
transformaciones:

=z -y ' =x42y

_yh’ — { y; Yy _yr — 97 y

La relacién entre (x, y) y (x”,y”) se describe con la sustitucién:

=2 -y =(z+2y)-(2z—-y)=—-z+ 3y

' =2 +y =(x+2) +2x—y)=3z+y
Esta transformacion también puede escribirse como sigue: si abreviamos los tres
cambios de coordenadas mediante las matrices de los coeficientes, tenemos:

1 1 1 2 . 1 3
"1_(1 1) B_(z 1) ¢ ( 31)
Ahora es posible calcular C directamente de A y B, mediante la multiplicacién

matricial: C=A"-B.
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Sistema de m ecuaciones lineales con n incagnitas:

aj; X1 +ajg-Xg +-- + aiy - Xp = by

a1 X1 + azz X2 + -+ + azy Xy = bo
Am1 ' X1 + Am?2 ' X2 + + Amn * Xn bm
X X1,X2,..., Xn

* (].lJ

% bi1,bs. ..., bm
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La teoria de matrices ofrece la posibilidad de trabajar
comodamente con modelos de gran dimension, tanto en
ntimero de variables, como de ecuaciones o datos, ya que
brinda una notacion simple y compacta para designar
amplios conjuntos de informaciéon. Esto redunda a su vez en
una mayor facilidad a la hora de trabajar con estos conjuntos
de datos desde un punto de vista computacional.

La teoria de matrices no solo debe su importancia a la bondad
de sus cualidades operativas, sino que ademds tiene gran
relevancia tedrica, ya que una matriz es la representacion de
determinadas transformaciones vectoriales (aplicaciones
lineales)
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MATRICES

MATRIZ DE ORDEN m X 1 .-

Toda distribucion de elementos a;; € R dispuestos en m
filas y n columnas

a11 i [ S Aln
a1 Q22 - A2p
A '/d'llQ i
p P : . COLUMNA
dAm1 Am?2 o dAmn j=1{1.2,...,n}

FILA
i={1.2,...,m}

Habitualmente se denotan las matrices con letras mayisculas ( A, B, C.... ) y con
mintisculas los elementos que las constituyen. Dado que los elementos estdn
ordenados en filas y columnas, al elemento que en una matriz ocupa el lugar de la
fila i-ésima y la columna j-ésima se le denotard por a; . Es decir, con el primer
subindice i se indica la fila en la que estd el elemento y con el segundo subindice j,
la columna.
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Dos matrices del mismo orden y
se dicen iguales, y se escribe si:

ajj=by V(@{,j)elIxJd

* Matriz fila: (1 xn) A~ ay; a2 - ai, )

* Matriz columna: (m x 1) |( a; : |
A

\ o /

* Matriz nula: V). todos sus elementos son 0.

* Matriz opuesta de A= (aij)an : —A [ —4aij j'111 n
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* Matriz cuadrada de orden n:

a31 4aiz2 -+ Aain

asi a pesnice a
A = 21 — i Mismo ndmero de filas

que de columnas

dpl1  4Ap2 2 dnn

a11,A22....,3ann  forman la diagonal principal
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Los siguientes conceptos se refieren exclusivamente a matrices cuadradas:

* Matriz triangular superior

411 412 '+  dAiln
0 dzp -  dzp
A=

Ceros debajo de lao diagonal principal

a;;j = 0 para i>j
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* Matriz triangular inferior

al1 0 0

d21 Azz 0
A=

dnl an2 e dnn

Ceros encima de lo diagonal principal

a;; =0 para i <]

* Matriz diagonal

ai 0 0

0 aogg 0
A= *

0 0 s

Ceros fuera de lo diagonal principal
a;; =0 para i#j

* Matriz escalar

A0 -+ 0
0o X --- 0
A=
00 --- A\
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* Matriz unidad

1 1 =ec 0
01 --- 0
A= :
0 0 1

Ceros fuera de la diagonal principal,
unos, en la diagonal principal
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SUMA DE MATRICES.

PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UNA MATRIZ

M mxn ' IX)

m x n

con elementos reales.

conjunto de todas las matrices de orden

La aritmética para vectores que se describid en el tema anterior admite una
extension natural a las matrices. Si A y B son matrices I X 11, entonces
lasuma A + B eslamatriz I X 11 cuyas columnas son las sumas de las
columnas correspondientes de A y B. Puesto que la suma vectorial de las
columnas se hace por entradas, cada entrada en A + B es la suma de las
entradas correspondientes de A y B. La suma A + B esta definida sélo
cuando A y B son del mismo tamafio.

Si r esunescalary A es una matriz, entonces el miltiplo escalar r+ A es
la matriz cuyas columnas son r veces las columnas correspondientes de A.
Al igual que con vectores, definimos —A como (-1) * A y escribimos A —

B envezde A +(-1)-B.
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SUMA DE MATRICES.- (Operacién interna en M 1|

Sean

R))

X A+B ( ajj + I"ij Z-m . Ay B! tienen que tener el mismo) orden

=
—_—
[N ]
[y
5L ]

]
o
[

Fundamentos Matemiticos de la Ingenieria

EJ!;

b2y

I’m_!

Aln

Azn

dm?2 bm2 Admn

3 -3
6 -7

])|ll
b2y,

]er,'

_,\
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PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UNA MATRIZ.-

Minvn(R) con dominio de operadores IR )

(Operacion externa en

Sean \ ‘I‘.l-'ll-l : T X 1 ) A
X A-A (A - ajj :'111 <n

’\"ull ,\.'2112 AL
Aragy  A-age - A-asg,

(\_ Aram1 A @m2 - Aa@mn )

P
a
s+
[
-
__—-'/’

A A
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PRODUCTO DE MATRICES

Si A esunamatriz m x n y B esunamatriz 1 X p |, se
define la matriz producto C = A - B en este orden, como la

matriz m X p tal que:
I

Qi bij

i - =t '.... - T ——
C=A-B = L(JU}m/p : Cij = E

columna j de. B

ajl din '
e e e ) T .

Cij a1 - b1j+ ' + -+ 4+ Ajn ° hn_]
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-ATENCION.- Dos matrices se pueden multiplicar sélo si
el nimero de columnas de la primera matriz es igual al
namero de filas de la segunda matriz.

-Ejemplo.-

2.3+1-4 2.2+1-(-2) 10 2
0-3+(-3)-4 0.24+(-3)-(-2) |=[ -12 6
1-3+2-4 1-2+2-(-2) 11 -2

Propiedades del producto de matrices.-

A (B-C)=(A -B)-C
A (B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C

El producto de matrices no es necesariamente conmutativo
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A - B se puede hacer este producto, pero
(2x3) (3x1)
no se puede hacer M
A - B es una matriz = 2 X 2

(2x3) (3x2)

B - A esuna matriz 3 X 3
(3x2) (2x3)
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-OBSERVACIONES.-

El producto de matrices no es necesariamente
conmutativo.

Puedeser A -B = (0) con A #(0) y B #(0).

10 00 00
r(on) ome(0y) v oame(00)
AT=1 A=A

= A - C no implica necesariamente B = C
0
1

A-B
10 00 ]
- (33) - (32) - e

A B=A C= (0

-

)
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POTENCIAS NATURALES DE
MATRICES CUADRADAS

Una de las herramientas principales en el estudio de las ecuaciones diferenciales
lineales es el dlgebra matricial. En concreto, el cdlculo de potencias naturales de
matrices cuadradas resulta de gran interés en el estudio de las ecuaciones
diferenciales.

Ademéds, las potencias de matrices desempefan un papel importante en diversas
aplicaciones, como por ejemplo en el modelo de Leontief de entrada-salida.

Si A e Muxn(R) ypeN: -PROPIEDADES.-
AP—A . A..... A AP . A9 — APT4
P \:'\C':—COS
A° =1 Mun(R) (AP) = APd
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TRASPUESTA DE UNA MATRIZ

Si A = (aij)mxn € Mmxa(®) : AT = (a51),.. .. € Muxm(R
-PROPIEDADES.-

(AT)" = A
(A +B)T = AT + BT
(A-A)T =X AT

AA+p-BTF =X AT+, BT

(A-B)F =BT.AT Atencion
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Las matrices (cuadradas) simétricas y antisimétricas se pueden caracterizar
utilizando la relacion que tienen con sus traspuestas.

Solo. para matrices cuadradas

» A simétrica siy sélo si a5 — a;i , es decir:

AT .
A A
» A antisimétrica si y solo si aij = —aji, es decir:
4L
A A

cComo son los elementos de la diagonal principal

de una matriz antisimétrica?
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A continuacion estudiamos ciertas matrices que deben su peculiaridad al
comportamiento que presentan sus potencias. Las matrices idempotentes, por ejemplo,
desempeiian un papel importante en algunas dreas de la Estadistica y la Econometria.

Solo para matrices cuadradas

> A periédicasi Ip € N/APT = A Si p es el menor

. : +1
niimero natural que satisface APTT = A

, entonces

decimos que A es una matriz periédica de periodo p.

> A idempotentesi A® = A,

> A nilpotente Si - P E N ,.-": AP = (0)11\11

.Si p esel

menor niimero natural que satisface AP = (0)nxn
decimos que A es una matriz nilpotente de indice p.

> A involutivasi A% =1.
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Matriz fila
Matriz columna
CONCEPTO DE MATRIZ Matriznula
. Matriz cuadrada
RECTANGULAR /" Matriz triangular superior
... Matriz triangular inferior
= Matriz diagonal
Casos especiales Matriz escalar
Matriz unidad
Igualdad
Suma/Resta
1 Multiplicacién por un escalar
ALGEBRA DE MATRICES Produse P
*  Potenciacién entera .
Trasposicién * Propiedades
Determinante
M mxn (R) Inversion
. . Matriz periédica
es un R—espacio vectorial s Matriz idempotente
Matr 1€€S  Matriz nilpotente
especiales  Matriz involutiva

Fundamentos Matemiticos de la Ingenieria

Matriz simétrica
Matriz antisimétrica22
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