Tema 3.- MATRICES INVERTIBLES

»MATRICES INVERTIBLES

» TECNICAS PARA CALCULAR IA
INVERSA DE UNA MATRIZ REGULAR

Fundamentos Matematicos de la Ingenierfa

Hemos hablado anteriormente de la matriz cuadrada unidad de orden n
(I). Es posible encontrar matrices cuadradas A para las cuales existe
una matriz cuadrada B de forma que

A-B=B-A=1I
Por ejemplo:

(13)(432)-(232)0G5)-(ev)

Estas matrices cuadradas son muy interesantes y reciben un nombre
especial: matrices invertibles o matrices inversibles. En este capitulo
enseitamos como distinguir las matrices invertibles a través de su
determinante y explicamos métodos para calcular de un modo eficaz la
inversa de A.

|
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Las matrices invertibles son indispensables en el Algebra Lineal,
principalmente para cdlculos algebraicos y deducciones de formulas. Hay

también ocasiones en las que una matriz inversa permite entender mejor
un modelo matemdtico de una situacion de la vida real.

* A€ Muxn(R) es regular si det A #0

* Ac Muxn(R) es singular si det A =0

*x A€ Muxn(R) es invertible si
dB € Muyxn(R) talque A-B=B-A =1
esta matriz B es tinica y se denomina inversade A : A’

A-AT=AT1T A=1
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MATRICES INVERTIBLES

% A invertible <= A regular (detA # 0)

*x Si dBeMuxn(R) talque A-B=1 o B-A=1

entonces A esregulary B = A1

X con

siendo A' = (Ajyj),,. ., la matriz que se obtiene al sustituir
los elementos de A por sus adjuntos.

Esta formula apenas se utiliza en la prdctica
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Técnicas utiles para calcular la inversa
de una matriz regular A

X Operaciones elementales de filas

I|A 1

X Resolucion de un sistema de ecuaciones lineales
AL

X Matrices que satisfacen una ecuacion del tipo:
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X Operaciones elementales de filas

I|A 1

:Como llegamos a la matriz unidad 1?

Conseguimos ceros debajo de la diagonal principal

Conseguimos unos en la diagonal principal

Sty deshacer o conseguido:

conseguimos, ceros, encima de la diagonal principal
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-EJEMPLO.- Calcular la inversa de la matriz:

1 0 -1
A 02 0
10 1
1
- |
o -1|100\% Fi/1 0 -1] 100)\2"
lozoolo ~ 02 0 010 | ~
10 1,00 1 00 2 101)1,
P
1 0 -1 1 0 o0 P, - Fy
~ 01 0 0 1/2 0 ~
00 1 1/2 0 1/2

Sugerencia.- Comprobar el resultado
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-EJEMPLO.- Resolucion de un sistema de WRIEZILEY
ecuaciones lineales: suele resuliar

Al util para
' matrices,
1 0 -1 X, V1 triangulares
0 2 0 . Xo = Vo —
1 0 1 Xa ¥a
((x1 = %)ﬁ %Ys
El: X1 — Xz = ¥
—— { E2: 2}{2 = ¥2 } —— Xz = %y2
E3: x;+x3 = ¥

X 1/2 0 1/2 Y1 F1/
X2 | = 0 1/2 0 | ve = A? ( '
X3 1;"’2 0 1{.-"“2 Y3 \ /

Sugerencia.- Comprobar el resultado
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-EJEMPLO.- Matrices que satisfacen una ecuacion del tipo:

Sea A una matriz regular que satisface la ecuacion:

A% - 2A% _4A - 21 =(0)
Calcular A1

21 = A% — 2A2% — 4A
1 3 2
I= EA A? - 2A

I=A. (%Az A 21) , luego, segun la definicion:
A 1=-A2_A-21
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PROPIEDADES DE LAS MATRICES REGULARES

Ruxn(R) : matrices regulares de orden n
Sean A.B € Ruun(R), A #£0

1

_ -1
= QoA (A7) " =aA

(A7) " = (a7

det (A1)

(A™) = (A" (A-A)=atAt
Si A es triangular, entonces A es triangular.

Enunciamos a continuacion un teorema que nos permite caracterizar
las matrices invertibles en varias formas basicas, utilizando
conceptos estudiados previamente:

Fundamentos Matematicos de la Ingenieria 10




Teorema de la matriz invertible.- Sea A wuna matriz cuadrada de orden n. Entonces

los enunciados que siguen son equivalentes. Esto es, para una matriz A dada, los

enun

1.-

12.-
13.-
14.-
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ciados son o todos ciertos o todos falsos.

A es una matriz invertible.

A es una matriz regular.

A es equivalente por filas a la matriz 1, es decir: A ~1,, .
Los vectores columna de A son linealmente independientes.
Los vectores columna de A generan R" .

Los vectores columna de A forman una base de R" .

Los vectores fila de A son linealmente independientes.

Los vectores filade A generan R".

Los vectores fila de A forman una base de " .

AT es una matriz invertible.

Existe una matriz B cuadrada de orden n tal que A-B =1,
Existe una matriz C cuadrada de orden n tal que C-A =1,
r(A)=n

det A # 0.
11

POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO DE
MATRICES REGULARES

Cuando A € Ruxn(R) | es decir es una matriz regular de orden

n, o lo que es lo mismo, una matriz invertible, tiene sentido

hablar de potencias de A con exponente entero, como por

ejemplo: A2 A3

Si A € Roxn(R) y pEN: -PROPIEDADES.-

AP _ (A l)p — (AP) 1 1. AP.A9 — APtd
A° =1 Myyn(R) 2.- (AP)4 = APd
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MATRICES ORTOGONALES

Sw inversay,

A € Rnwn(R)  se dice ortogonal si:

AT = A1 ,esdecir: A - AT

Su traspuesta
coinciden

-PROPIEDADES.- Sean A.B € O,.n(R)

det A =1 o det A = —1 ERLE UL I W77
de las matrices ortogonales es que son

matrices invertibles.
A -B € Opxn(R)

Se cumple también que la inversa de
una matriz ortogonal es su traspuesta.
AT € Onn(R)
nxn En este caso no hay que hacer
inversiones complicadas.

A7t € Ohun(R)

Las matrices ortogonales surgirdn de
nuevo en el curso en el capitulo 7.
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Matriz regular . ;
& Matriz invertible

Matriz singular
\ /

Resultado fundamental

PROPIEDADES METODOS DE CALCULO

POTENCIACION ENTERA @

— Matriz de
— | cambio de base

MATRIZ ORTOGONAL

L]
Propiedades
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