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Tema 6.Tema 6.-- ESPACIOS VECTORIALES ESPACIOS VECTORIALES 
EUCLEUCLÍÍDEOSDEOS

�� PRODUCTO ESCALAR, NORMA Y DISTANCIA. MATRIZ PRODUCTO ESCALAR, NORMA Y DISTANCIA. MATRIZ 
DE GRAMDE GRAM

�� ORTOGONALIDADORTOGONALIDAD

�� PROCESO DE ORTOGONALIZACIPROCESO DE ORTOGONALIZACIÓÓN DE GRAMN DE GRAM--
SCHMIDTSCHMIDT

�� APROXIMACIAPROXIMACIÓÓN LINEAL EN ESPACIOS N LINEAL EN ESPACIOS 
VECTORIALES EUCLVECTORIALES EUCLÍÍDEOSDEOS

�� SOLUCISOLUCIÓÓN APROXIMADA DE SISTEMAS N APROXIMADA DE SISTEMAS 
INCOMPATIBLES INCOMPATIBLES (MÉTODO DE MÍNIMOS 
CUADRADOS)
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Una de las aplicaciones mUna de las aplicaciones máás interesantes en este caps interesantes en este capíítulo es el mtulo es el méétodo todo 
de de mínimos cuadrados. Con frecuencia, al tratar de comprender datos . Con frecuencia, al tratar de comprender datos 
experimentales, deseamos determinar una recta o una curva que experimentales, deseamos determinar una recta o una curva que 
““encajeencaje”” o o ““se ajustese ajuste”” mmáás (o describa mejor) estos datos. Por ejemplo, s (o describa mejor) estos datos. Por ejemplo, 
imaginemos que un profesor de imaginemos que un profesor de áálgebra lineal mantiene las estadlgebra lineal mantiene las estadíísticas sticas 
(que se muestran a continuaci(que se muestran a continuacióón) del porcentaje de notables otorgados n) del porcentaje de notables otorgados 
durante un perdurante un perííodo de 6 cursos.odo de 6 cursos.

Si el profesor quisiera trazar una recta que se acerque a los puSi el profesor quisiera trazar una recta que se acerque a los puntos en ntos en 
la tabla tendrla tabla tendráá muchas opciones. Sin embargo, hay una que se ajusta muchas opciones. Sin embargo, hay una que se ajusta 
mejor a estos datos, mejor a estos datos, bajo cierto criteriobajo cierto criterio. En este cap. En este capíítulo veremos que tulo veremos que 
esa recta es  esa recta es  y = 0.13333 + 0.05 x

Curso

Porcentaje 
de notables

1

0.20 0.25 0.20 0.30 0.45 0.40

2 3 4 5 6
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El método por mínimos cuadrados fue inventado por Karl
Friedrich Gauss, y lo usó para resolver un problema de 
astronomía. En 1801 el asteroide Ceres se había observado 
mucho más brillante durante más de un mes antes de desaparecer 
cuando se acercó al Sol. Con base en las observaciones 
disponibles, los astrónomos deseaban aproximar la órbita de 
Ceres para observarlo de nuevo cuando se alejara del sol. Gauss 
empleó los mínimos cuadrados e impactó a la comunidad científica 
al predecir la hora y el lugar correctos (unos 10 meses después) 
para localizar el asteroide.

Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855) Matemático, físico y astrónomo alemán. Nacido en 
el seno de una familia humilde, desde muy temprana edad Gauss dio muestras de una 
prodigiosa capacidad para las matemáticas (según la leyenda, a los tres años 
interrumpió a su padre cuando estaba ocupado en la contabilidad de su negocio para 
indicarle un error de cálculo). Durante su vida, se reconoció que era el matemático más 
grande de los siglos XVIII y XIX. 

Un poco de historiaUn poco de historia
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PRODUCTO ESCALARPRODUCTO ESCALAR
Sea  Sea  V un espacio vectorial realun espacio vectorial real

es unes un producto escalar producto escalar sobre  sobre  V si si ::

1.1.--

2.2.--

3.3.--

4.4.--

es unes un espacio vectorial espacio vectorial eucleuclíídeodeo
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�

-EJEMPLOS.-

1.1.-- Producto escalar usual enProducto escalar usual en

Para                                                        vectPara                                                        vectores de        definimos:ores de        definimos:

�

2.2.-- Otro producto escalar enOtro producto escalar en

Para                                                        vectPara                                                        vectores de        definimos:ores de        definimos:

3.3.-- Producto escalar usual enProducto escalar usual en

SiendoSiendo
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�

4.4.-- Producto escalar usual enProducto escalar usual en

5.5.-- Producto escalar usual enProducto escalar usual en
Para                                        definimos:Para                                        definimos:

Para                                                            Para                                                            definimos:definimos:

Siendo la Siendo la trazatraza de una matriz cuadrada la suma de los elementos de su de una matriz cuadrada la suma de los elementos de su 
diagonal principal.diagonal principal.

�
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-OBSERVACIÓN.- Otra forma (Otra forma (mmáás cs cóómodamoda) de calcular el producto ) de calcular el producto 
escalar usual de dos matrices cuadradas del mismo ordenescalar usual de dos matrices cuadradas del mismo orden

�
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�

6.6.-- ProdProducto escalar usual enucto escalar usual en
es el espacio vectorial de las funciones continuas enes el espacio vectorial de las funciones continuas en [a , b][a , b], y por , y por 

tanto integrables en  tanto integrables en  [a , b][a , b].                                                               .                                                               

Algunas propiedades del producto escalar.Algunas propiedades del producto escalar.--

1.1.--

2.2.--

3.3.--

El único vector de un espacio vectorial 
euclídeo V que cumple que su producto 
escalar con todos los vectores de  V es 
cero, es el vector nulo.

El El úúnico vector de un espacio vectorial nico vector de un espacio vectorial 
eucleuclíídeodeo VV que cumple que su producto que cumple que su producto 
escalar con todos los vectores de  escalar con todos los vectores de  VV es es 
cero, es el vector nulo.cero, es el vector nulo.
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NORMA Y DISTANCIA EUCLNORMA Y DISTANCIA EUCLÍÍDEASDEAS

Sea                           unSea                           un espacio vectorial espacio vectorial eucleuclíídeodeo

Los conceptos geomLos conceptos geoméétricos de longitud, distancia y perpendicularidad, tricos de longitud, distancia y perpendicularidad, 
que son bien conocidos para       que son bien conocidos para       y        , se definen en este capy        , se definen en este capíítulo tulo 
para      y, en general, para cualquier espacio vectorial para      y, en general, para cualquier espacio vectorial eucleuclíídeodeo V. . 
Estos conceptos nos van a proporcionar herramientas geomEstos conceptos nos van a proporcionar herramientas geoméétricas tricas 
potentes para resolver muchos problemas aplicados, incluidos lospotentes para resolver muchos problemas aplicados, incluidos los
problemas de mproblemas de míínimos cuadrados que hemos mencionado en la nimos cuadrados que hemos mencionado en la 
introducciintroduccióón. Los tres conceptos se definen en tn. Los tres conceptos se definen en téérminos del  producto rminos del  producto 
escalar, tambiescalar, tambiéén denominado producto interior, de dos vectores.n denominado producto interior, de dos vectores.

�� Norma o longitud de un vector.Norma o longitud de un vector.--

�� Distancia entre dos vectores.Distancia entre dos vectores.--

-OBSERVACIÓN.-
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Propiedades de la norma.Propiedades de la norma.--

1.1.--

2.2.--

3.3.--

4.4.--

5.5.--

6.6.--

Desigualdad de Schwarz*Desigualdad de Desigualdad de SchwarzSchwarz**

Desigualdad de Minkowski o desigualdad triangularDesigualdad de Desigualdad de MinkowskiMinkowski o desigualdad triangularo desigualdad triangular
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** Sobre la historia de la desigualdad Sobre la historia de la desigualdad CauchyCauchy--SchwarzSchwarz--BunyakovskyBunyakovsky

Se acredita a CauchySe acredita a Cauchy11 la desigualdad para vectores y a Schwarzla desigualdad para vectores y a Schwarz22 para los para los 
productos escalares con integrales. Sin embargo, fue Bunyakovskyproductos escalares con integrales. Sin embargo, fue Bunyakovsky33 quien quien 
demostrdemostróó y publicy publicóó la desigualdad de la desigualdad de SchwarzSchwarz en una monografen una monografíía, 25 aa, 25 añños os 
antes que antes que SchwarzSchwarz..

1 1 AugustinAugustin Louis Louis CauchyCauchy (1789(1789--1857)1857) nacinacióó en Paren Paríís y muris y murióó en una villa cercana a esa misma ciudad. Es autor en una villa cercana a esa misma ciudad. Es autor 
de trabajos importantes sobre ecuaciones diferenciales, series ide trabajos importantes sobre ecuaciones diferenciales, series infinitas, determinantes, probabilidad, grupos de nfinitas, determinantes, probabilidad, grupos de 
permutacipermutacióón y de fn y de fíísica matemsica matemáática. En 1814 publictica. En 1814 publicóó una memoria que se convirtiuna memoria que se convirtióó en el fundamento de la teoren el fundamento de la teoríía a 
de las funciones complejas. Su trabajo se conoce por su rigor. Pde las funciones complejas. Su trabajo se conoce por su rigor. Publicublicóó 789 art789 artíículos y ocupculos y ocupóó puestos en a puestos en a 
Facultad de Ciencias, en el Colegio de Francia y en la Escuela PFacultad de Ciencias, en el Colegio de Francia y en la Escuela Politolitéécnica, todos en Parcnica, todos en Paríís. Ha muchos ts. Ha muchos téérminos y rminos y 
teoremas que llevan su apellido. Fue un realista fiel y viviteoremas que llevan su apellido. Fue un realista fiel y vivióó en Suiza, Turen Suiza, Turíín y Praga, despun y Praga, despuéés de rehusarse a jurar s de rehusarse a jurar 
la alianza. Regresla alianza. Regresóó a Para Paríís en 1838 y recupers en 1838 y recuperóó su puesto en la Academia de Ciencias. En 1848 recupersu puesto en la Academia de Ciencias. En 1848 recuperóó su lugar su lugar 
en la en la SorbonaSorbona, que mantuvo hasta su muerte., que mantuvo hasta su muerte.
22 KarlKarl Herman Herman AmandusAmandus SchwarzSchwarz (1843(1843--1921)1921) nacinacióó en en HermsdorfHermsdorf, Polonia (hoy Alemania), y muri, Polonia (hoy Alemania), y murióó en Berlen Berlíín. n. 
EstudiEstudióó ququíímica en Berlmica en Berlíín, pero se cambin, pero se cambióó a matema matemááticas, obteniendo el doctorado. Desempeticas, obteniendo el doctorado. Desempeñóñó puestos puestos 
acadacadéémicos en Halle, micos en Halle, ZurichZurich y y GGööttingenttingen. Reemplaz. Reemplazóó a a WeierstrassWeierstrass en Berlen Berlíín y ensen y enseñóñó alllalllíí hasta 1917. Trabajhasta 1917. Trabajóó
en cen cáálculo de variaciones y en superficies mlculo de variaciones y en superficies míínimas. Su memoria en ocasinimas. Su memoria en ocasióón del 70 aniversario de n del 70 aniversario de WeierstrassWeierstrass
contiene, entre otros temas importantes, la desigualdad para intcontiene, entre otros temas importantes, la desigualdad para integrales que hoy se conoce como desigualdad de egrales que hoy se conoce como desigualdad de 
SchwarzSchwarz..
3 3 ViktorViktor YakovlevichYakovlevich BunyakovskyBunyakovsky (1804(1804--1889)1889) nacinacióó en en BarBar, Ucrania, y muri, Ucrania, y murióó en San Petersburgo, Rusia.  Fue en San Petersburgo, Rusia.  Fue 
profesor en San Petersburgo de 1846 a 1880. Publicprofesor en San Petersburgo de 1846 a 1880. Publicóó mmáás de 150 trabajos en matems de 150 trabajos en matemááticas y mecticas y mecáánica. Fue autor nica. Fue autor 
de trabajos importantes en teorde trabajos importantes en teoríía de los na de los núúmeros, y demostrmeros, y demostróó y publicy publicóó la desigualdad de la desigualdad de SchwarzSchwarz en 1859, 25 en 1859, 25 
aañños antes que os antes que SchwarzSchwarz. Tambi. Tambiéén trabajn trabajóó en geometren geometríía y en hidrosta y en hidrostáática.tica.
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Desigualdad de SchwarzDesigualdad de Desigualdad de SchwarzSchwarz

DefiniciDefinicióón de n de áángulo entre dos vectores no nulos.ngulo entre dos vectores no nulos.--
Es el correspondiente al arco                     dado porEs el correspondiente al arco                     dado por::
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EXPRESIEXPRESIÓÓN MATRICIAL DEL PRODUCTO ESCALARN MATRICIAL DEL PRODUCTO ESCALAR

Si  Si  V es un espacio vectorial es un espacio vectorial eucleuclíídeodeo de dimenside dimensióón n n yy

es una base de  es una base de  V, entonces:, entonces:

Fundamentos Matemáticosde la Ingeniería
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� :: matriz de matriz de GramGram, o matriz del producto , o matriz del producto 
escalar dado, escalar dado, en la base  en la base  B..

� :: expresiexpresióón matricial  del producto n matricial  del producto 
escalar dado en la base  escalar dado en la base  B..

� G es simes siméétrica.trica.

�� Los elementos de la diagonal principal de  Los elementos de la diagonal principal de  G son son 
estrictamente positivos.estrictamente positivos.

� G es regular.es regular.
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ORTOGONALIDADORTOGONALIDAD

�� DefiniciDefinicióón de vectores ortogonales.n de vectores ortogonales.--

-EJEMPLOS.- En En (          p.e.usualp.e.usual) comprobar que los comprobar que los 
vectores                                 son ortogonales.vectores                                 son ortogonales.
¿¿Son ortogonales estos vectores con el producto escalarSon ortogonales estos vectores con el producto escalar

�� es el es el úúnico vectornico vector de  de  V ortogonal a todos los vectores ortogonal a todos los vectores 
de  de  V

��

IMPORTANTEIMPORTANTEIMPORTANTE
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�� DefiniciDefinicióón de subconjuntos ortogonales.n de subconjuntos ortogonales.--

Dos Dos subconjuntossubconjuntos A y  y  B de  de  V son ortogonales son ortogonales ( ), , 
cuandocuando

�� Sea  Sea  S subespaciosubespacio vectorialvectorial de  de  V y                                y                                
una base de  una base de  S. Entonces:. Entonces:

-EJEMPLO.- Comprobar que los subconjuntosComprobar que los subconjuntos

son ortogonales en son ortogonales en ( ( p.ep.e. usual. usual))
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-EJEMPLO.- Hallar el Hallar el subespaciosubespacio vectorial      formado  por todos vectorial      formado  por todos 
los vectores ortogonales al los vectores ortogonales al subespaciosubespacio::

utilizando el producto escalar usual en    .utilizando el producto escalar usual en    .

SegSegúún la definicin la definicióón de      , sern de      , seráá::

siendo  siendo  BB una base de  una base de  SS..

� Primero encontramos una base de  Primero encontramos una base de  SS. . 

�
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SISTEMAS ORTOGONALES Y ORTONORMALES. SISTEMAS ORTOGONALES Y ORTONORMALES. 
PROCESO DE ORTOGONALIZACIPROCESO DE ORTOGONALIZACIÓÓN DE GRAMN DE GRAM--SCHMIDTSCHMIDT

En este apartado describiremos un mEn este apartado describiremos un méétodo muy importante, llamado todo muy importante, llamado proceso proceso 
de de GramGram--SchmidtSchmidt*. El proceso de . El proceso de GramGram--SchmidtSchmidt es un algoritmo sencillo para es un algoritmo sencillo para 
producir una base ortogonal u producir una base ortogonal u ortonormalortonormal para cualquier para cualquier subespaciosubespacio
vectorial, de un espacio vectorial vectorial, de un espacio vectorial eucleuclíídeodeo..

En honor del matemEn honor del matemáático y actuario dantico y actuario danéés s JJöörgenrgen PedersenPedersen GramGram (1850(1850--1916)1916) y y ErhardErhard
SchmidtSchmidt, matem, matemáático alemtico alemáán n (1876(1876--1959).1959).

�� es unes un sistema ortogonalsistema ortogonal de vectores side vectores si

�� es unes un sistema sistema ortonormalortonormal de vectores side vectores si

�

�

Vectores unitariosVectores unitariosVectores unitarios

Es decir, un sistema 
ortonormal es un sistema 
ortogonal formado por 
vectores unitarios

Es decir, un sistema Es decir, un sistema 
ortonormalortonormal es un sistema es un sistema 
ortogonal formado por ortogonal formado por 
vectores unitariosvectores unitarios
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-EJEMPLOS.-

1.1.-- EnEn (( p.ep.e. usual. usual))

�� el sistema                                                es orel sistema                                                es ortogonal, togonal, 

pues:pues:

pero no es pero no es ortonormalortonormal pues: pues: 

�� el sistema                                                     el sistema                                                     es es 

ortonormalortonormal, pues:, pues:

2.2.-- EnEn con el productocon el producto escalarescalar

¿¿Son ortogonales los vectores                                    Son ortogonales los vectores                                    ??

�

�

Fundamentos Matemáticosde la Ingeniería
20

PrPropiopiedades de los sistemas ortogonales.edades de los sistemas ortogonales.--

a)a) s.ortogonals.ortogonal de vectores de vectores no nulosno nulos del del e.ve.v. . 
eucleuclíídeodeo V, entonces:, entonces:

b)b) s.ortogonals.ortogonal, entonces:, entonces:

IMPORTANTEIMPORTANTE

-OBSERVACIÓN.- Para r = 2Para r = 2

En         con el producto escalar usual:En         con el producto escalar usual:

Teorema de PitágorasTeorema de PitTeorema de Pitáágorasgoras
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�� ProyecciProyeccióón ortogonal de un vector.n ortogonal de un vector.-- La La proyecciproyeccióón ortogonaln ortogonal
de        sobre               es el vector:de        sobre               es el vector:

-OBSERVACIÓN.-

-EJEMPLO.- En       con el En       con el p.ep.e. usual la proyecci. usual la proyeccióón ortogonal del n ortogonal del 
vector               sobre                 es:vector               sobre                 es:
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Todo espacio vectorial euclídeo
de dimensión finita  n  admite 

bases ortogonales y ortonormales

Todo espacio vectorial Todo espacio vectorial eucleuclíídeodeo
de dimenside dimensióón finita  n  admite n finita  n  admite 

bases ortogonales y bases ortogonales y ortonormalesortonormales

¿Cómo se hallan estas bases?¿¿CCóómo se hallan estas bases?mo se hallan estas bases?

Proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt:Proceso de Proceso de ortogonalizaciortogonalizacióónn de de GramGram--SchmidtSchmidt::

Si                               es un s. libre Si                               es un s. libre 
de un espacio vectorial de un espacio vectorial eucleuclíídeodeo
V, entonces:, entonces:

tales que:tales que:

yy

�

�

�

�

s.ortogonals.ortogonals.ortogonal

s.ortonormals.ortonormals.ortonormal
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�

�

�

�

¿Cómo se construye una base ortogonal  BO
(ortonormal BON) de un espacio vectorial euclídeo S?

¿¿CCóómo se construye una base ortogonal  mo se construye una base ortogonal  BBOO
((ortonormalortonormal BBONON)) de un espacio vectorial de un espacio vectorial eucleuclíídeodeo SS??

1.1.-- Hallar una base  Hallar una base  B de  de  S::
2.2.-- Proceso de Proceso de ortogonalizaciortogonalizacióónn de de GramGram--SchmidtSchmidt::

3.3.-- Normalizar los vectores                                 del pasoNormalizar los vectores                                 del paso 2.2.--::
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-OBSERVACIONES.-

1.- No es necesario partir de 
una base  B de  S, basta con 
partir de un sistema 
generador de  S. El proceso de 
Gram-Schmidt detectará si el 
sistema es libre o ligado. 

1.1.-- No es necesario partir de No es necesario partir de 
una base  una base  BB de  de  SS, basta con , basta con 
partir de un sistema partir de un sistema 
generador de  generador de  SS. El proceso de . El proceso de 
GramGram--SchmidtSchmidt detectardetectaráá si el si el 
sistema es libre o ligado. sistema es libre o ligado. 

2.- Suele resultar conveniente 
calcular los productos 
escalares de los diversos 
vectores de la base o s.g. de  S
y “reordenarlos” escribiendo 
en primer lugar aquellos 
vectores que sean ortogonales 
entre si.

2.2.-- Suele resultar conveniente Suele resultar conveniente 
calcular los productos calcular los productos 
escalares de los diversos escalares de los diversos 
vectores de la base o vectores de la base o s.gs.g. de  . de  SS
y y ““reordenarlosreordenarlos”” escribiendo escribiendo 
en primer lugar aquellos en primer lugar aquellos 
vectores que sean ortogonales vectores que sean ortogonales 
entre si.entre si.

�� Utilizando el Utilizando el p.ep.e. usual hallar . usual hallar 
una base ortogonal del una base ortogonal del s.vs.v. . 
engendradoengendrado por los vectores:por los vectores:

�� Utilizando el Utilizando el p.ep.e. usual hallar . usual hallar 
una base ortogonal del una base ortogonal del s.vs.v. . 
engendrado por los vectores:engendrado por los vectores:
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APROXIMACIAPROXIMACIÓÓN LINEAL EN ESPACIOS N LINEAL EN ESPACIOS 
VECTORIALES EUCLVECTORIALES EUCLÍÍDEOSDEOS

En este apartado vamos resolver el siguiente problema:En este apartado vamos resolver el siguiente problema:

�� espacio vectorial espacio vectorial eucleuclíídeodeo
�� S subespaciosubespacio de de V con                                        base de con                                        base de S
��

Se trata de encontrar                  tal que:Se trata de encontrar                  tal que:

sea msea míínimanima

Este problema admite soluciEste problema admite solucióón y es n y es úúnica.nica.

se denomina se denomina mejor aproximacimejor aproximacióón de       en  Sn de       en  S..

-OBSERVACIÓN.- Si             , entonces  Si             , entonces  
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Mejor aproximaciMejor aproximacióón de             en n de             en S..--

Si                                       es una Si                                       es una base ortogonalbase ortogonal de de S, la , la 
mejor aproximacimejor aproximacióón de              en n de              en S eses::

Coeficientes de Coeficientes de FourierFourier. Suma de . Suma de FourierFourier..--
Si                                            es una Si                                            es una base ortogonalbase ortogonal de de S::

�� se denominan se denominan coeficientes de coeficientes de FourierFourier..

�� se llama se llama suma de suma de FourierFourier..
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¿Cómo encontrar la mejor aproximación de un vector 
de un espacio vectorial V en un subespacio S de V?

¿¿CCóómo encontrar la mejor aproximacimo encontrar la mejor aproximacióón de un vector n de un vector 
de un espacio vectorial de un espacio vectorial VV en un en un subespaciosubespacio SS dede VV??

2.2.-- Hallar una base  Hallar una base  B de  de  S::
3.3.-- Proceso de Proceso de ortogonalizaciortogonalizacióónn de de GramGram--SchmidtSchmidt aplicado a aplicado a B:B:

5.5.-- Comprobar el resultado:Comprobar el resultado:

1.1.-- Comprobar queComprobar que

BO base ortogonal de SBBOO base ortogonal de base ortogonal de SS

4.4.-- Suma de Suma de FourierFourier (       )(       ) de             respecto de la base ortogonal de             respecto de la base ortogonal 
BO encontrada en el paso encontrada en el paso 3.3.--::

HAY QUE TRABAJAR CON EL 
PRODUCTO ESCALAR DEL 

PROBLEMA

HAY QUE TRABAJAR CON EL HAY QUE TRABAJAR CON EL 
PRODUCTO ESCALAR DEL PRODUCTO ESCALAR DEL 

PROBLEMAPROBLEMA
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-EJERCICIO.- Consideremos el producto escalar usual en Consideremos el producto escalar usual en 
a.- Encontrar la mejor aproximaciEncontrar la mejor aproximacióón     de                   en el n     de                   en el 
subespaciosubespacio vectorial vectorial SS y hallar la norma del error cometido.y hallar la norma del error cometido.

SoluciSolucióónn
1.1.-- Comprobamos queComprobamos que

2.2.-- Hallamos una base Hallamos una base BBSS de de SS

3.3.-- Aplicamos el proceso de Aplicamos el proceso de GramGram--SchmidtSchmidt a la base a la base BBSS de de S S para para 
conseguir una base ortogonal conseguir una base ortogonal BBOO de de SS:    :    

�

�
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4.4.-- Suma de las proyecciones ortogonales de    sobre los vectores Suma de las proyecciones ortogonales de    sobre los vectores 
de la base ortogonal de la base ortogonal BBOO de de SS:    :    

5.5.-- Comprobar el resultadoComprobar el resultado::

b.- Utilizando el producto escalar usual encontrar la mejor Utilizando el producto escalar usual encontrar la mejor 
aproximaciaproximacióón     de                       en el n     de                       en el subespaciosubespacio vectorial:vectorial:

y hallar la norma del error cometido.y hallar la norma del error cometido.

�� Norma del error cometidoNorma del error cometido

SoluciSolucióónn
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SOLUCISOLUCIÓÓN APROXIMADA DE UNA SISTEMA DE N APROXIMADA DE UNA SISTEMA DE 
ECUACIONES LINEALES INCOMPATIBLE.ECUACIONES LINEALES INCOMPATIBLE.

((MMÉÉTODO DE MTODO DE MÍÍNIMOS CUADRADOSNIMOS CUADRADOS))
El ejemplo El ejemplo introductoriointroductorio del capdel capíítulo describe un gigantesco problematulo describe un gigantesco problema
AA ·· xx == bb que no tenque no teníía solucia solucióón. Los sistemas inconsistentes surgen con n. Los sistemas inconsistentes surgen con 
frecuencia en las aplicaciones, aunque generalmente no con una mfrecuencia en las aplicaciones, aunque generalmente no con una matriz atriz 
de coeficientes tan enorme. Cuando se necesita una solucide coeficientes tan enorme. Cuando se necesita una solucióón y no existe n y no existe 
alguna, lo mejor que se puede hacer es encontrar una  alguna, lo mejor que se puede hacer es encontrar una  x x que haga que haga AA ·· xx
tan cercana a  tan cercana a  bb como sea posible.como sea posible.

Pensemos en Pensemos en AA ·· xx como una como una aproximaciaproximacióónn de de bb. Cuanto m. Cuanto máás s 
corta sea la distancia entre corta sea la distancia entre bb y y AA ·· xx, , dada por dada por |||||||||||||||| bb –– AA ·· xx ||||||||||||||||
mejor sermejor seráá la aproximacila aproximacióón. El n. El problema general de problema general de 
mmíínimos cuadradosnimos cuadrados es encontrar un es encontrar un xx que haga que haga |||||||||||||||| bb –– AA ·· xx ||||||||||||||||
tan pequetan pequeñña como sea posible. El ta como sea posible. El téérmino de mrmino de míínimos nimos 
cuadrados surge del hecho de que cuadrados surge del hecho de que |||||||||||||||| bb –– AA ·· xx |||||||||||||||| es la raes la raííz z 
cuadrada de una suma de cuadrados, pues estamos utilizando cuadrada de una suma de cuadrados, pues estamos utilizando 
el producto escalar usual en       .el producto escalar usual en       .
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¿Cómo resolver de forma aproximada un sistema 
de ecuaciones lineales incompatible?

¿¿CCóómo resolver de forma aproximada un sistema mo resolver de forma aproximada un sistema 
de ecuaciones lineales incompatible?de ecuaciones lineales incompatible?

2.2.-- Hallar       mejor aproximaciHallar       mejor aproximacióón de      en  n de      en  S..

3.3.-- Resolver el sistemaResolver el sistema::

1.1.-- Expresar vectorialmente el sistema:Expresar vectorialmente el sistema:

HAY QUE TRABAJAR 
CON EL PRODUCTO 

ESCALAR USUAL

HAY QUE TRABAJAR HAY QUE TRABAJAR 
CON EL PRODUCTO CON EL PRODUCTO 

ESCALAR USUALESCALAR USUAL
Utilizar el esquema del apartado anteriorUtilizar el esquema del apartado anterior

La soluciLa solucióón del sistema n del sistema ((∗∗∗∗∗∗∗∗)) es la solucies la solucióón aproximada del n aproximada del 
sistema incompatible sistema incompatible (1).(1).
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-EJERCICIO.- Resolver de forma aproximada el sistema de Resolver de forma aproximada el sistema de 
ecuaciones lineales dado por:ecuaciones lineales dado por:

SoluciSolucióónn
1.1.-- Comprobamos que el sistema es incompatible:Comprobamos que el sistema es incompatible:

2.2.-- Escribimos el sistema en forma vectorial:Escribimos el sistema en forma vectorial:



17

Fundamentos Matemáticosde la Ingeniería
33

3.3.-- Hallamos la mejor aproximaciHallamos la mejor aproximacióón      de     en n      de     en SS:    :    

3.1.3.1.-- Encontrar una base Encontrar una base BBSS de de SS

3.2.3.2.-- Aplicar el proceso de Aplicar el proceso de GramGram--SchmidtSchmidt a la base a la base BBSS de de S S 
para conseguir una base ortogonal para conseguir una base ortogonal BBOO de de SS: : 

�

�

�

3.3.3.3.-- Hallar la suma de las proyecciones ortogonales de         Hallar la suma de las proyecciones ortogonales de         
sobre los vectores de la base ortogonal sobre los vectores de la base ortogonal BBOO de de SS: : 

Fundamentos Matemáticosde la Ingeniería
34

4.4.-- Resolver el sistemaResolver el sistema:    :    
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CCáálculo alternativo de una solucilculo alternativo de una solucióón por n por 
mmíínimos cuadrados.nimos cuadrados.

El siguiente teorema proporciona un criterio El siguiente teorema proporciona un criterio úútil para cuando til para cuando 
existe una soluciexiste una solucióón por mn por míínimos cuadrados de  nimos cuadrados de  AA ·· xx = b= b..

La matriz AT · A es invertible si y sólo si las 
columnas de A son linealmente independientes. 
En este caso, la ecuación A · x = b tiene 
solamente una solución por mínimos cuadrados 
y viene dada por:

La matriz La matriz AATT ·· AA es invertible si y ses invertible si y sóólo si las lo si las 
columnas de columnas de AA son linealmente independientes. son linealmente independientes. 
En este caso, la ecuaciEn este caso, la ecuacióón n AA ·· xx = b= b tiene tiene 
solamente una solucisolamente una solucióón por mn por míínimos cuadrados nimos cuadrados 
y viene dada por:y viene dada por:

Fundamentos Matemáticosde la Ingeniería
36

Producto escalar

Espacio vectorial euclídeo

Propiedades

Norma
Distancia
Ángulo entre dos vectores

Ortogonalidad
Ortonormalidad

CONCEPTOS
PROPIEDADES
Ejemplos

Teoría de 
aproximación lineal

Expresión 
matricial

Características

Vectores
Subconjuntos
Proyección ortogonal

Método de 
Gram-Schmidt

Objetivo
Planteamiento

Coeficientes de Fourier
Suma de Fourier


