Tema 6.- ESPACIOS VECTORIALES
EUCLIDEOS

» PRODUCTO ESCALAR, NORMA Y DISTANCIA. MATRIZ
DE GRAM

» ORTOGONALIDAD

» PROCESO DE ORTOGONALIZACION DE GRAM-
SCHMIDT

» APROXIMACION LINEAL EN  ESPACIOS
VECTORIALES EUCLIDEOS

» SOLUCION APROXIMADA DE SISTEMAS
INCOMPATIBLES (METODO DE  MINIMOS
CUADRADOS)

Fundamentos Matemadticosde la Ingenieria

Una de las aplicaciones mds interesantes en este capitulo es el método
de minimos cuadrados. Con frecuencia, al tratar de comprender datos
experimentales, deseamos determinar una recta o una curva que
“encaje” o “se ajuste” mds (o describa mejor) estos datos. Por ejemplo,
imaginemos que un praofesor de dlgebra lineal mantiene las estadisticas
(que se muestran a continuacion) del porcentaje de notables otorgados
durante un periodo de 6 cursos.

Curso 1 2 3 4 5 6

Porcentaje

de notables 0.20 0.25 0.20 0.30 0.45 0.40

Si el profesor quisiera trazar una recta que se acerque a los puntos en
la tabla tendrd muchas opciones. Sin embargo, hay una que se ajusta
mejor a estos datos, bajo cierto criterio. En este capitulo veremos que
esarecta es 'y = 0.13333 + 0.05 x
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Un poco de historia

El método por minimos cuadrados fue inventado por Karl
Friedrich Gauss, y lo usdé para resolver un problema de
astronomia. En 1801 el asteroide Ceres se habia observado
mucho mas brillante durante més de un mes antes de desaparecer
cuando se acercd al Sol. Con base en las observaciones
disponibles, los astronomos deseaban aproximar la Orbita de
Ceres para observarlo de nuevo cuando se alejara del sol. Gauss
empled los minimos cuadrados e impact6 a la comunidad cientifica
al predecir la hora y el lugar correctos (unos 10 meses después)
para localizar el asteroide.

Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855)
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PRODUCTO ESCALAR

Sea V un espacio vectorial real

es un producto escalar sobre V si :

&y =% X,y €V
X+y,2)=(X2) + (%) X,¥,Z €\
A Xy =X (XYy) x.ycV \ €
(X,X) >0 VX #0
(V,{ , )) es un espacio vectorial euclideo
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-EJEMPLOS.-

1.- Producto escalar usual en R2

= (e wn) T — ( N 2

Para U200V T WYL Y2) yectores de R definimos:
X, ¥ X1¥i1 X2¥2

x ; :3;? } (X, 5)=2-0+1-3=0+3=3

2.- Otro producto escalar en R?
2

Para (X1,X2), y = (¥y1,¥2) vectores de R definimos:
X,y X1y1 + (X1 +X2)(¥1 +Yy2)
x=(2.1 o )
x ; l:rO-Si}(x._y)—2-01(211_)-(013)—0}9—9

3.- Producto escalar usual en R"
-)‘ y) X1Y1 t X2¥2 + -+ Xn¥n
Siendo X — '::—XL X2, ..., Xn) V = Vl Ya...., ¥n)
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4.- Producto escalar usual en Pp,

p(x) =apx® +a, 1x* 14+ ... +a;x+ag
Para q(x) =b,x® +b, 1x™ 1+ .- +byx+ by definimos:
p(x),q(x) anbn +an_1bn_1 -+ +ai1b1 + agbo

X En P; p(x)=2x*+3 , qx)=4x*-x+4
(p(x),q(x)) =2-44+0-(-1)+3-4=20
5.- Producto escalar usual en Myx,(R)
A,B € Mpnxn(R) definimos: -
A,B) = traza (BT - A)

Siendo la traza de una matriz cuadrada la suma de los elementos de su
diagonal principal.

£ an(33) e (33)

(A,B) = traza (B - A) =

1 0 1 1 1 1
traza((42)-(2 3)> traza(8 2) 1+2=3

6

Para
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-OBSERVACION.- 0Otra forma (mds comoda) de calcular el producto

escalar usual de dos matrices cuadradas del mismo orden

R T by --- by,
R s I e
Lo o )

f T \
traza (B~ - A) a;1by1 +a19b12 +-- -+ a1,b1g
£l3|}>3| T Elgg}lg_w él.g,]llg,]
‘Ellllhlll "-H:’fhnﬁ “-nn}}nn

(A,B) =traza (BT -A)=1-14+(-1)-44+2-0+3-2=3

\

Fundamentos Matemadticosde la Ingenieria

6.- Producto escalar usual en C[a p)

Cla.b| es el espacio vectorial de las funciones continuas en [a , b), y por
tanto integrables en [a , b]. b
f e / f(x)g(x)dx

Ja

En C_;4 f(x)= x2 | gx)=2x+1

1 1
(f,g) = / x2(2x + 1)dx = / (2}{3 t x2) dx =
J-1 J-1

B 2x4

4

1

t

X3
I

' 2
- 3

1

Algunas propiedades del producto escalar.-

(X, y+z)=(X,¥) +(X,2)

El unico vector de umn espacio: vectorial
XA¥) =2 XY euclideo V' que cumple que su producto
e escalar con todos, los vectores de. V' es
(x,0) =0

cero, es el vector nulo.
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NORMA Y DISTANCIA EUCLIDEAS

Los conceptos geométricos de longitud, distancia y perpendicularidad,
que son bien conocidos para ®* y R* , se definen en este capitulo
para R" y, en general, para cualquier espacio vectorial euclideo V.
Estos conceptos nos van a proporcionar herramienias geomeétricas
potentes para resolver muchos problemas aplicados, incluidos los
problemas de minimos cuadrados que hemos mencionado en la
introduccion. Los tres conceptos se definen en términos del producto
escalar, también denominado producto interior, de dos vectores.

Sea (V,{ , )) un espacio vectorial euclideo

* Norma o longitud de un vector.- X<V

x| = V(x,x) € RT

* Distancia entre dos vectores.- X,y € V

d(x,y) X — ¥

-OBSERVACION.- x| =d (%,0)
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Propiedades de la norma.-

x|l >0
IIx|| = — x=0
1A= X[ = |A[- ]l

|G < X[ - ¥l

Desigualdad de Schwarz

&y =Xyl <= {X,¥} sistema ligado

Ix+ ¥l < [Ix]l + ¥

Desigualdad de Minkowski o desigualdad triangular:
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Sobre la historia de la desigualdad Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky

Se acredita a Cauchy! la desigualdad para vectores y a Schwarz? para los
productos escalares con integrales. Sin embargo, fue Bunyakovsky® quien
demostré y publico la desigualdad de Schwarz en una monografia, 25 aiios
antes que Schwarz.

' Augustin Louis Cauchy (1789-1857) nacié en Paris y murié en una villa cercana a esa misma ciudad. Es autor
de trabajos importantes sobre ecuaciones diferenciales, series infinitas, determinantes, probabilidad, grupos de
permutacion y de fisica matemdtica. En 1814 publicé una memoria que se convirtio en el fundamento de la teoria
de las funciones complejas. Su trabajo se conoce por su rigor. Publicé 789 articulos y ocupé puestos en a
Facultad de Ciencias, en el Colegio de Francia y en la Escuela Politécnica, todos en Paris. Ha muchos términos y
teoremas que llevan su apellido. Fue un realista fiel y vivié en Suiza, Turin y Praga, después de rehusarse a jurar
la alianza. Regresé a Paris en 1838 y recuperé su puesto en la Academia de Ciencias. En 1848 recuperd su lugar
en la Sorbona, que mantuvo hasta su muerte.

2 Karl Herman Amandus Schwarz (1843-1921) nacié en Hermsdorf, Polonia (hoy Alemania), y murié en Berlin.
Estudio quimica en Berlin, pero se cambié a matemdticas, obteniendo el doctorado. Desempeiié puestos
académicos en Halle, Zurich y Gottingen. Reemplazé a Weierstrass en Berlin y enseiié allli hasta 1917. Trabajo
en cdlculo de variaciones y en superficies minimas. Su memoria en ocasién del 70 aniversario de Weierstrass
contiene, entre otros temas importantes, la desigualdad para integrales que hoy se conoce como desigualdad de
Schwarz.
3 Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804-1889) nacié en Bar, Ucrania, y murié en San Petersburgo, Rusia. Fue
profesor en San Petersburgo de 1846 a 1880. Publicé mds de 150 trabajos en matemdticas y mecdnica. Fue autor
de trabajos importantes en teoria de los niimeros, y demostré y publicé la desigualdad de Schwarz en 1859, 25
aiios antes que Schwarz. También trabajo en geometria y en hidrostdtica.
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X, )| < |IX|| - ||¥]l Desigualdad de Schwarz

(xij_ <1
-||¥7]]

VEF#A0 : —1< -
x|

Definicion de dngulo entre dos vectores no nulos.-

Es el correspondiente al arco 0 € [0, 7| dado por:

(xX,¥)
cos =

x| -y
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EXPRESION MATRICIAL DEL PRODUCTO ESCALAR

Si V es un espacio vectorial euclideo de dimension n y

es una base de V, entonces:

(ei,€1) (e, e2) -+ (€1,en) Y1
f= = f= = = =
= (€2.€1) (€z,@2) - (€2,€n) ya2
xy)=(x1 x2 -+ Xn) T e
xT <en. el) <el'h 92) s (en. en} ¥n
| ——
coordenadas de x Matriz de Gram G / Y
en la base B
coordenadas de y
X = X181 + X282 + ' -+ + Xn€n en la base B
:XT‘G'Y ~ TR Y =¥1€1 + y2€82 + -+ + Ynen
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m G = ((ej,€j)),., matriz de Gram, o matriz del producto
escalar dado, en la base B.

B — {613623"'3611}
* G es simétrica.

X Los elementos de la diagonal principal de G son
estrictamente positivos.

X G es regular.

B (X, y) =XT .G Yopresion matricial del producto
escalar dado en la base B.
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ORTOGONALIDAD

* Definicion de vectores ortogonales.-

X1ly <= x,y) =0

-EJEMPLOS.- En (R2 (., ) p.e.usual) comprobar que los
vectores x = (—1.2), y = (2. 1)logonales.
éSon ortogonales estos vectores con el producto escalar

(X, ¥) =x1y1+ (x1 +x2) (y1 +y2)7

O es el tinico vector de V ortogonal a todos los vectores
de V

X,y#0: X1y <+= 0=m7/2

IMPORTANTE
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* Definicion de subconjuntos ortogonales.-

Dos subconjuntos A 'y B de V son ortogonales (A LB ),
cuando X1y VXe A ANVyeB

* Sea S subespacio vectorialde V y B = {ei,e2. ... er}
una base de S. Entonces:

{x}1S <+«— {x}1B

-EJEMPLO.- Comprobar que los subconjuntos

A={u; =(1,1,0),uz =(2,2,0)}
B={v,=(0,0,2),v; =(-1,1,0)}
son ortogonales en (R’S._ [, )-e usual)
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-EJEMPLO.- Hallar el subespacio vectorial S~ formado por todos
los vectores ortogonales al subespacio:

S {(XL.XQ.X;;);’;XI Xa Xa 0}
utilizando el producto escalar usual enp:3.

Segun la definicion de S-; sera:
S— = {x/xL8} = {x/x 1B}
siendo B una base de S.
* Primero encontramos una base de S.
S = {{x1,%2,%3)/x1 —x2 = x3 =0} = {(x1,%,0)/x; €R} =
={x1(1.1,0)/x; e R} = L({u=(1,1,0)}) =
— B={u=1i1,1,0)} s.g. de S

_ } = B={u=(1,1,0)} basede S
u#0 =— B s.libre

* 8t ={x/x18} = {x/x1B} = {x = (x,y,z)/Xlu} =
={x=(xy.2)/(xy2z)Ll(1,10)} ={x=(xy.z)/x+y=0}=
={(x, x,z)/x,ze R} = ---=L({u; =(1,-1,0),u, = (0,0,1)}) = S~

17
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SISTEMAS ORTOGONALES Y ORTONORMALES.
PROCESO DE ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMIDT

En este apartado describiremos un método muy importante, llamado proceso
de Gram-Schmidt®. El proceso de Gram-Schmidt es un algoritmo sencillo para
producir una base ortogonal u ortonormal para cualquier subespacio
vectorial, de un espacio vectorial euclideo.
* {Vv;/i €1} esun sistema ortogonal de vectores si
vilvy; Vi#]
* {Vv;/i €1} esun sistema ortonormal de vectores si

o V; .1V i V17 Es. decir, un sistema
- o 2 — ortonormal es, un sistena
o |vi]=1 Viel

ortogonal  formado’ por:

Vs wirin— S

En honor del matemadtico y actuario danés Jorgen Pedersen Gram (1850-1916) y Erhard
Schmidt, matemdtico alemdn (1876-1959).
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-EJEMPLOS.-

1-En(R? (| ) p.e. usual)

el sistema {vi1 = (1,1,0),va = (0,0,2)} es ortogonal,
pues: (V1,v2) =0

pero no es ortonormal pues: ||V1| = /(V1,v1) = V2 #1

el sistema {€¢, = (1,0,0),€;, = (0,1,0),€3 = (0,0,1)} es
ortonormal, pues:
® (e1,ez) = (e1,e3) = (ez,e3) =0
o [ell = l[ezfl = [[eall =1
2.- En R*con el producto escalar
(X.¥) = xay1 + (x1 + x2) (y1 + y2) + (x1 + X2 + x3) (y1 + y2 + ¥3)

¢Son ortogonales los vectore: €1 = (1.0.0).e2 = (0,1,0). €5 = (0,0, 1)}

19
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IMPORTANTE
Propiedades de los sistemas ortogonales.-

a) {Vi,Va....,V.} s.ortogonal de vectores no nulos del e.v.
euclideo V, entonces:

{Vi,Va,.... v.} s.libre
b) {v1,V2,...,V,} s.ortogonal, entonces:
|91 + V2 + -+ Vy 2 ||\-"1||2 4 ||\_..2||2 + o+ |92

-OBSERVACION.- Parar=2

%+ 311 = I%II° + I71* Xty
R

2
En K con el producto escalar usual:

<l

Teorema de Pitdgoras

20
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* Proyeccion_ortogonal de un vector.- La proyeccion ortogonal
de X sobre y # 0 es el vector:

. Xy
X — 5 Y
‘!-—.\,-—-’

-OBSERVACION.- ||X|| < |IX||

-EJEMPLO.- En RZ?con el p.e. usual la proyeccion ortogonal del
vector x = (1,1)bre  y = (3,0)

r (X, y)

I¥I? = 9

21
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{uy,uz,..., 0.} . c -
S v Todo espacio vectorial euclideo
de dimension finita n admite
vy o BN s-ortogonal W pses ortogonales y ortonormales
29V, Va2, ..V
J{w;, Wa,..., W
e . . Como se hallan estas bases?
s.ortonormal
L{ay, uz,....ur}) =L({V1.Va,.... Ve }) = L{W1, W2,..., Wy}

*
. (U2, vy) _
% V2 = U2 —z V1
vl
— _— f{uz,vi) _ (a3, va) _
X Vs 3 —3 ' V1 —5 ' V2
[|¥1]| [Va||
Ilr_ ._ II_ ._ u ._ — \
* V, = i \ur.vé) V1 \ur.vg> Vo '<11r_V1— ;,f Vel
[V [Va|| Vel

22
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¢ Como)se construye una base ortogonal By,

(ortonormal B,y) de un espacio vectorial euclideo: S?

1.- Hallar una base B de S: B — {u;. us..... 1.}

2.- Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt:

* Fl_ﬁl

- f{ug,vi) _
V2 = Uz e e |
[Vl
Vg =g <ui.' v21) "V (ui‘ V§> Va2
vl [Vall
vV, = U, (ur‘-. \,r;) Vi (ur-. “ri) Vo (ur‘vr—;) Va1
V1| V2|l Vel
L{f] :\'|.\'-_»r ..... V,
3.- Normalizar los vectores {Vi.Vsz..... V.| del paso 2.-:
Wi = El , Wao = 12 yeeey Wp = jr Bon = {W1.W2a,.... Wr |
[Va| [Vl [Vl
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-OBSERVACIONES.-

No. es necesario partir de
una base B de S, basta con
partir  de un sistema
generador de. S. El proceso de
Gram-Schmidt detectara si el
sistema es libre o ligado.

Suele resultar conveniente
calcular los productos
escalares de los diversos
vectores de la base o0 s.g. de S
y “reordenarlos” escribiendo
en primer lugar aquellos
vectores que sean ortogonales
entre si.
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* Utilizando el p.e. usual hallar
una base ortogonal del s.v.
engendrado por los vectores:

o =(1,1,0,1)
u, = (0,1,1,0)
s =(2,1,-1,2)

* Utilizando el p.e. usual hallar

una base ortogonal del s.v.
engendrado por los vectores:

24
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APROXIMACION LINEAL EN ESPACIOS
VECTORIALES EUCLIDEOS

*(V,(,)) espacio vectorial euclideo

* S subespacio de V con B = {e1,e2....,e.} basedeS
x vev

Se trata de encontrar V' < S tal que:

d(V.V') sea minima

Este problema admite solucion y es tinica.

v © S se denomina mejor aproximacion de V en S.

-OBSERVACION.- Si V € S, enfonces v/ — v

Fundamentos Matemadticosde la Ingenieria
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Mejor aproximacion de V € V en S.-

Si Bo ={V1,V2....,V+} es una base ortogonal de S, la
mejor aproximacionde V € V en S es:
_ (V,v1) _ (V,Va) _ (V, V) _
!
— _— .vl + — .vz + 50 + — .
[V |? [v2(|? [vel2
M— — M— — p—pe—

oy Yo by

Coeficientes de Fourier. Suma de Fourier.-
Si Bo ={V1,V2,...,Ve} es una base ortogonal de S:

X 1.02.....0, sedenominan coeficientes de Fourier.
r y \
r N\ W Vi .
*x Vv ) Sz Vi ose llama suma de Fourier.
i 1 1

Fundamentos Matemadticosde la Ingenieria
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¢ Como encontrar la mejor aproximacion de un vector.

de un espacio vectorial V- en un subespacio S'de V7

1.- Comprobar que v ¢ S (si v S = VvV =V)

2.- Hallar una base B de S: B = {u;.uz,.... u,}

3.- Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt aplicado a B:

Bo (V1.Va2,..., Ve | B, base ortogonal de S

4.- Suma de Fourier ( V' )de vV < V respecto de la base ortogonal
B, encontrada en el paso 3.-: ; r

5.- Comprobar el resultado:
., ; HAY QUE TRABAJAR CON EL
v €S PRODUCTO ESCALAR DEL
V} 1B PROBLEMA

—t
v

27
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-EJERCICIO.- Consideremos el producto escalar usual elR*
a.- Encontrar la mejor aproximaciorw dev = (1,1,1,1) en el
subespacio vectorial S y hallar la norma del error cometido.

S ={(x1,X2,X3,X4)/X1 — X4 =0 A Xog — X4 = X3}
Solucion
1.- Comprobamos quev ¢ S
2.- Hallamos una base B deS Bs — {u; — (1,1,0.1).u; — (0,1,1.0)}

3.- Aplicamos el proceso de Gram-Schmidt a la base By de S para
conseguir una base ortogonal B, de S:

X Vi = up (1.1.0,1) V1

X V=1, <i ;)- 1 (0,1,1,0) — =(1.1,0,1)
V4]l 3
{ 1 2 1Y
|I . 1 | Vo
Uy, V 1 \ 3 3 3/
Vi . 3
f /12
Bo <V (1,1,0,1), vy [ i | ¢

l \ a2’ 0 a2 |

LY L3 S | L1
o . 28
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4.- Suma de las proyecciones ortogonales av  sobre los vectores
de la base ortogonal B, de S:

V%) _ (W) _ | (WV2) _ (4 7 3 4)
= e R i — Vg = .- e W
Z Ml E T e \5'5'5"5)
vV, V1 3 V, Vg 1
. 2 3 . 2 5
V1 s Vo =

5.- Comprobar el resultado: wecS y {w-v}1lBg

* Norma del error cometido

/122 1) 1 4 4 1 10 /10

vV — W = o=

\5" 5'5'5/|| V25 25 25 25 V25 5
b.- Utilizando el producto escalar usual encontrar la mejor
aproximacionw de v — (0,1/2,1,1)I subespacio vectorial:

S=L({u =(-1,0,1,1),uz = (1,1,1,1)})
y hallar la norma del error cometido.

Solucion

v E S s W v v W v l)

29
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SOLUCION APROXIMADA DE UNA SISTEMA DE
ECUACIONES LINEALES INCOMPATIBLE.,
(METODO DE MINIMOS CUADRADOS)

El ejemplo introductorio del capitulo describe un gigantesco problema

A + x = b qgue no tenia solucion. Los sistemas inconsistentes surgen con
Jfrecuencia en las aplicaciones, aunque generalmente no con una matriz
de coeficientes tan enorme. Cuando se necesita una solucion y no existe
alguna, lo mejor que se puede hacer es encontrar una X que haga A + X
tan cercana a b como sea posible.

Pensemos en A + X como una aproximacion de b. Cuanto mds
corta sea la distancia entre b y A + X, dada por || b — A - x|
mejor serd la aproximacion. El problema general de
minimos cuadrados es encontrar un X que haga ||b - A - x ||
tan pequeiia como sea posible. El término de minimos
cuadrados surge del hecho de que || b — A - X || es la raiz
cuadrada de una suma de cuadrados, pues estamos utilizando
el producto escalar usual en R".

Fundamentos Matemadticosde la Ingenieria
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¢ Como resolver de forma aproximada un sistema

de ecuaciones lineales incompatible?

1.- Expresar vectorialmente el sistema:
X1 - a'il + X2 -a'lz + -+ Xn- ail =b (1) incompatible =
= b¢S=/L({a},a,...,a,})

— —
2.- Hallar b mejor aproximaciéon de b en S.

HAY QUE TRABAJAR
CON EL PRODUCTO

Utilizar el esquema del apartado anterior
ESCALAR USUAL

3.- Resolver el sistema:

!
J . ! . !
xl.al_._xz.az_._..._I_xn.an:b (*)

La solucion del sistema (*) es la soluciéon aproximada del
sistema incompatible (1). 3
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-EJERCICIO.- Resolver de forma aproximada el sistema de
ecuaciones lineales dado por:

X1 + Xz =

Xz + 2x3

X1 + 2x2 + 2x3

X1 + X9+ 3)(3 =

e

1.- Comprobamos que el sistema es incompatible:

D i fama| i) ol L A

_ . Fa—F, 1] 2| Fa_F;

AM=| ;1 22|1| “|loz 1|0 - 003 =2
1 18]|1 01 20 00 o0 -1

rfA)=3=n<r(AM)=4 — S.L
2.- Escribimos el sistema en forma vectorial:
X1-8, +Xg-8p +X3 -84 =b
a; =(1,0,1,1), a, = (0,1,2,1) , a5 = (1,2,2,3) , b = (1,1,1,1)
e b ¢S=r({a),a} a,})
e Bs={a),a,,a;} basede S

Fundamentos Matemadticosde la Ingenieria
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3.- Hallamos la mejor aproximacion w’ de b'nS:
3.1.- Encontrar una base B; deS B = {a) a).a}}

3.2.- Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a la base Bg de S
para conseguir una base ortogonal B, de S:

Vi=a,=-=(1,0,1,1)=v,
— —
e <321Vl> _ . V=
V2—3.2—W'Vl—"'—-‘_].,l,l‘u;—\rz
! <331Vl> <5!3:;2> = (0.1 1.1)=+
Vg —8q — —— 75 V1 — Veg= =10l —-11)=V3
vl w2

BO = ":_\-"J_: Vo, \-"3_‘_*

3.3.- Hallar la suma de las proyecciones ortogonales de b
sobre los vectores de la base ortogonal B, de S:

wzi'vl_‘__i V2 m— 'VSZ"':(,:,:-:
v Ivs? \3°3" "3/
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(b, v2) (b',¥s) (22, 4)_

4.- Resolver el sistema:
! ! = __ !
X1:8; +Xz:8, + Xz 83 =W

X1 +x3=2/3

X2 T 2X3 = 2[,-"’3

X1 +2x3+2x3 =1
X1 +x2 +3x3 =4/3

] o 1|23\, (1 0 1|28\, (10 1]

BM—| 0 1 2|28 |FF |0 1] 2| 2/8 | FazFa | 0 1 2|
N 1 2 2 1 0 2 1| 1/3 0 0 -3

1 1 3| 4/3 0 1 2| 2/3 00 0]

x1=1/3 , Xx2=0 , X3=1/3
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Calculo alternativo de una solucion por
minimos cuadrados.

La matriz AT - A es invertible si y solo si las
columnas de A son linealmente independientes.

En este caso, la ecuacion A - x = b tiene
solamente una solucion por minimos cuadrados
y viene dada por:

. F AT - T
x=(AT-A)" -AT.b
35
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