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Un poco de historia

Los valores y vectores propios pertenecen a los temas de mayor utilidad del algebra
lineal. Se usan en varias areas de las matematicas, fisica, mecanica, ingenieria
eléctrica y nuclear, hidrodinamica, aerodinamica,etc. De hecho, es raro encontrar un
area de la ciencia aplicada donde nunca se hayan usado.

Puede parecer muy extrano, pero los valores propios de las matrices aparecieron
publicados antes que las matrices. Esto se debe al hecho insdlito de que,
parafraseando a Cailey, la teoria de las matrices estaba bien desarrollada (a través de
la teoria de los determinantes) antes de que siquiera se definieran las matrices. Segun
Morris Kline, los valores propios se originaron en el contexto de formas cuadraticas y
en la mecénica celeste (el movimiento de los planetas), conociéndose como raices
caracteristicas de la ecuacion escalar. Desde aproximadamente 1740, Euler usaba de
manera implicita los valores propios para describir geométricamente las formas
cuadraticas en tres variables.

En la década de 1760, Lagrange estudio un sistema de seis ecuaciones diferenciales
del movimiento de los planetas (s6lo se conocian seis) y de ahi dedujo una ecuacién
polinomial de sexto grado, cuyas raices eran los valores propios de una matriz 6<6.
En 1820, Cauchy se dio cuenta de la importancia de los valores propios para
determinar los “ejes principales” de una forma cuadratica con n variables. También
aplicé sus descubrimientos a la teoria del movimiento planetario. Fue Cauchy quien,
en 1840, usé por primera vez los términos valores caracteristicos y ecuacion
caracteristica para indicar los valores propios y la ecuacion polinomial basica que
satisfacen.
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Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) nacié en Paris. Fue educado en casa por su padre y no
ingresé en la escuela hasta los trece aiios, aunque pronto empezé a ganar premios académicos.
A los dieciséis entré en la Ecole Polytechnique parisina y a los dieciocho asistia a una escuela
de ingenieria civil, donde se gradud tres aiios después. Su primer trabajo fue como ingeniero
militar para Napoleon, ayudando a construir las defensas en Cherburgo. A los veinticuatro
aiios volvié a Paris y dos mds tarde demostré una conjetura de Fermat que habia superado a
Euler y Gauss. Con veintisiete aiios ya era uno de los matemdticos de mayor prestigio y empezo
a trabajar en las funciones de variable compleja, publicando las 300 pdginas de esa
investigacion once aiios después. En esta época publicé sus trabajos sobre limites, continuidad
y sobre la convergencia de las series infinitas.

Joseph Louis Lagrange (1736-1813) Matemdtico y fisico francés. En un libro de 1797 él
enfatizo la importancia de la serie de Taylor y el concepto de funcion. Trabajo en el sistema
métrico y defendio la base decimal.

Leonhard Euler (1707-1783) Matemdtico suizo. Los trabajos cientificos de Euler abarcan
prdcticamente todas las matemdticas contempordneas a él. En todas las ramas de las
matemdticas hizo descubrimientos notables, que lo situaron en el primer lugar en el mundo.
Euler fue capaz de comprender las matemdticas como un todo tinico, aunque enorme en el
confluian un monton de ramas importantes y ante todo el Andlisis. Laplace indico que Euler
fue el maestro comiin de todos los matemdticos de la segunda mitad del siglo XVIII. Euler fue
en gran medida responsable de los simbolos e, iy
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VALORES Y VECTORES PROPIOS

Los conceptos bdsicos estudiados en este tema son titiles en todas las
dreas de las matemdticas puras y aplicadas, y aparecen en contextos
mucho mds generales que los que consideramos aqui.

Una de las principales aplicaciones de la teoria espectral son los sistemas
dindmicos discretos (ejemplo introductorio), pero también pueden
utilizarse los valores propios para estudiar ecuaciones diferenciales y
sistemas dindmicos continuos, ademds proporcionan informacion critica
en el diseiio de ingenieria y se presentan naturalmente en campos como
la fisica y la quimica.

* Un escalar A se llama valor propio de A si existe una
solucién no trivial X#0 de A-X=X-X ; una de esas
soluciones no triviales X se denomina vector propio de A
asociado al valor propio A

X El conjunto de todos los valores propios de una matriz
cuadrada A se denomina espectro de A y se denota ¢ (A).

Fundamentos Matematicos de la Ingenieria




Cierta informacion util de los valores propios de una matriz
cuadrada A se encuentra codificada en una ecuacion escalar
llamada ecuacion caracteristica de A. Este hecho nos va a
permitir enunciar un resultado de gran importancia prdctica
para el cdlculo de los valores propios de una matriz cuadrada.

AX=)% — (A-X-I)-x=0 (%)

Para que A sea valor propio de la matriz cuadrada A, el sistema
homogéneo (*) ha de tener soluciones no triviales, luego el
determinante de la matriz cuadrada A— A - 1 ha de ser cero.

Polinomio caracteristico de A p(A) =det (A—AX-1)

det (A—X-1)=0 Los valores propios de
una matriz cuadrada

son las raices de su
polinomio caracteristico

Ecuacion caracteristica de A
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SUBESPACIOS PROPIOS

Subespacios propios. Propiedades.-

Todo vector propio de A estd asociado a un inico
valor propio de A.

V(A) = {x € R*"/A -X = XX} es un subespacio
vectorial de R"y se denomina subespacio propio

asociado a A. B
M#d = V(1)NV(y) = {0}

Si A1,A2,...,Am  son valores propios distintos
de Ay X € V(XN) — {0}, entonces:

{X1,X2,...,Xm} es un sistema libre
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JComo calcular los valores propios
de una matriz cuadrada?

Los valores. propios. de una matriz cuadrada

A son las raices de sw polinomio
caracteristico.

* El orden del valor propio A es la multiplicidad k de A
como raiz del polinomio caracteristico.

p(A) =det (A—X-1,

)
. L Observacion
* Si k=1, A es un valor propio simple.

La suma de los valores propios de una matriz, teniendo en

cuenta su multiplicidad, coincide con la traza de la matriz
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-EJEMPLO.- Calcular los valores propios de A, indicando su
orden o multiplicidad:

1 0 -1
A=]| 01 2
0 0 -2

Solucién
1=% B ]
det(A-XA-I)=| 0 1-2) 2 =

0 0 —2-A

Al = 1 y kl = 2
Ao=—-2 , kp=1 (v.p. simple)

o(A)={1,-2} Espectro de A

_,/_llf'_/lﬂcj(’ﬂ 1+1+(—2) :{J:all + agzz + agg = traza A

e T —

=—A-12%.(A+2) = {
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JComo calcular los subespacios
propios de una matriz cuadrada?

Para calcular los subespacios. propios. de una
matriz cuadrada A debemos. resolver un
sistema homogeérneo compatible indeterminado.

Si A es un valor propio de orden k de una matriz Ay d =dim V(L), entonces:

1<d=dim V(A) Lk

V) ={XeR"/A-X=X-X} =

={xecR*"/(A-X-I)-x=0} =V(})

S.H.C.I.
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-EJEMPLO.- Calcular los subespacios propios de A, indicando
su dimension:
1 0 -1
A=(01 2
0 0 -2

Solucion
* /‘\1:1 3 k]_:2
V(M) =V(1)={xeR"/A.x=1-x} ={xeR*/(A-I)-x=0}

00 -1 X1 0
{A—Ij'f: 0 0 2 . X2 = 0 = s = (X]_,Xz,ﬂ)
0 0 -3 X3 0

V(1) = {(x1,%2,0)/x1,%x2 € R} =
={(x1-(1,0,0) + x5 - (0,1,0)/x;,x2 € R} =
= L({w1 = (1,0,0),uz = (0,1,0)})
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V(l) = ‘C({ﬁl = (11010)562 = (01130)}) ==

= B;= {El,ﬁz} S.8. de V(l)

-~ - . } —> B; base de V(1)
U #a-u; YaeR =— B; s. libre

V(Az)=V(-2)={xeR"/A -x=-2-x}={xeR"/(A+2I) - x=0}

3 0 -1 X1 0
(A'+‘ 21))_(2 0 3 2 L Xa = 0 = (Xl,—'2X1,3X1)
0 0 0 X3 0

V(=2) = {(x1,~2x1,8%1)/x1 € R} = {(x1- (1,~2,8)/x;, € R} =
=L({us=(1,-2,8)}) =
— Bs;= {ﬁ:g} S.2. de V(—ZJ

_ } —> B base de V(-2)
u3#0 = By s. libre
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OBSERVACIONES.-

Sea A € Muxn(R) tal que:

}\ll 9 Arz 9 . 9 }\lr
k1 9 kz 9 ’ kr
d;= V(A d,d,,...,d
se Cumple que,‘ orden de la matriz

r veces \
.

r=141+..-41<d;+dag+-+d, <ki+ka+--+k.<n

\ nro. méximo de vectores propios l.i.
nro. valores propios distintos
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Si A € Muyxn(R) cumple que:
ki +ko+:--+kr=n
el polinomio caracteristico de la matriz A es:

PO) = (1) (A= A) - (A= 22)* - (A= )

N

ATENCION

Conocido el polinomio caracteristico de una
matriz cuadrada se puede calcular facilmente su
determinante:
p(A) =det (A—X-I)=detA
A=0
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Dos matrices A,B € Myxn(R) son semejantes
si:
JP regular /| B=P '.A.P

Dos matrices semejantes tienen el mismo
polinomio caracteristico, luego tienen los mismos
valores propios con los mismos ordenes de
multiplicidad.

Sin embargo, el reciproco no es necesariamente
cierto. Es decir, existen matrices coon el mismo
polinomio cardcteristico pero que no son
semejantes.
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MATRICES CUADRADAS DIAGONALIZABLES

A=P-D-P' | D diagonal

X Una matriz cuadrada A se dice diagonalizable si existe
una matriz regular P que cumple que

D=P'.A.P , D diagonal
Es decir, A es semejante a una matriz diagonal.
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A es diagonalizable si y solo si se cumplen las
dos condiciones siguientes:

¥ ki+k,+...+k.=n

*x d,=k;, ; i=1,2,...,r

Una matriz A € Muxn(R) es diagonalizable si
y sélo si existe una base de R" formada por
vectores propios de la matriz A.
16

Fundamentos Mateméticos de la Ingenieria




Las dos condiciones del resultado anterior se pueden
resumir en una tnica condicion, obteniendo el siguiente

resultado:

A es diagonalizable si y solo si :

X d;+d,+...+d,=n

Del resultado anterior se obtiene fdcilmente el
siguiente corolario:

Una matriz cuadrada A de orden n con n

valores  propios.  reales,  distintos,  es
diagonalizable.
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. Como se diagonaliza una matriz

cuadrada A diagonalizable?

* kit+kea+---+kr=n
*x di=k; ; 1i=1,2,...,r
1.- Calcular los valores propios de A indicando sus érdenes.

2.- Calcular los subespacios propios V(MA;) y bases B, de cada
subespacio.
BiUBsU---UB, =B basede R” formada por v.p. de A.

3.- Escribir las matrices D y P tales que: D=P 1. A.P

W columnas de P: vectores de la base B de R" formada por v.p. de A

encontrada en 2.- Biordern
u elementos de la diagonal principal de D: valores propios de A
QM Qe Ay A A
k, k2 k.
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-EJEMPLO.- Diagonalizar la matriz cuadrada A
1 0 -1
A=| 0 1 2
0 0 -2
Sabemos que:

)tl =1 3 kl =2
A=-2 , kp=1 (v.p. simple)

V(M) =V(1) ={(a,b,0)/a,be R} B ={u; = (1,0,0),1, = (0,1,0)}

V(Az) = V(=2) = {(a, —2a, 3a)/a € R} B, = {us = (1,-2,3)}
10 O 1 1

D=1| o 0 |=P1.-A-P ; P= 0 —2
00 -2 0 3
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-EJEMPLO.- Hallar una matriz regular P tal que:

10 -1 -2 0 0

P01 2| -P= 010

0 0 -2 0 01
-2 0 0 1 1
D= 0 0 | =P AP § P=| _2 0
0 0 1 3 0
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Como ya sabemos, el cdlculo de las potencias A¥ puede ser
bastante tedioso. Sin embargo, si A es diagonalizable y
hemos calculado P y D, entonces sabemos que
A=P-D-P ! asique:
A% = (P-D-P_l) -(P-D-P1)=P.-D?.P!
Con lo cual, iterando el proceso llegamos a:
A¥=P.D*.p!
Como el cdlculo de D* equivale a elevar sélo los elementos

diagonales de D a la k-ésima potencia, vemos que A¥ es
Jdcil de obtener.

Si sucede que A es invertible, entonces 0 no es valor
propio de A. Por consiguiente D! existe y

Al=(P-D-P 1) —pP.D!.P!
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DIAGONALIZACION ORTOGONAL DE
MATRICES SIMETRICAS

Las matrices simétricas surgen en las aplicaciones, de
una u otra manera, con mayor frecuencia que
cualquier otra clase de matrices. La teoria es hermosa
y rica, y depende de manera esencial tanto de la
técnica de diagonalizacion expuesta en este capitulo,

como de la ortogonalidad del capitulo anterior.

La diagonalizacion de una matriz simétrica es el
Jundamento para el estudio de las formas cuadrdticas

y se utiliza también en el procesamiento de imdgenes.
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Teorema espectral.-

Sea A € Myuxa(R) matriz simétrica: A = AT

1.- Todos los valores propios de A son reales.
2- #FEXN = V() LV(y)
3.- A es diagonalizable, es decir:
JP regular / D=P 1. A.P
4.- A es diagonalizable ortogonalmente, es decir:
3P ortogonal /| D=PT.A.P
PT =p!
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. Como se diagonaliza ortogonalmente

una matriz Simetrica?

1.- Calcular los valores propios de A indicando sus érdenes.

2.- Calcular los subespacios propios V(A,) y bases B, de cada
subespacio. Recordar que al ser A simétrica es diagonalizable y
por tanto: d, =k,

BiUBsU---UB, =B basede R” formada por v.p. de A.

3.- Ortonormalizamos las bases B, de 2.- Bf

* * ¥ base ortonormal de R™
BjUB3;U---UB; =Bon formada por v.p. de A.

4.- Escribir las matrices D y P tales que: D=PT.A.P

® columnas de P: vectores de la base Byy de R" formada por v.p. de

A encontrada en 3.- i orden
u elementos de la diagonal principal de D: valores propios de A
gonal princ prop
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Teorema de la matriz invertible.- Sea A wuna matriz cuadrada de orden n. Entonces
los enunciados que siguen son equivalentes.

A es una matriz invertible.

A es una matriz regular.

A es equivalente por filas a la matriz 1, es decir: A ~ 1, .

Los vectores columna de A son linealmente independientes.

Los vectores columna de A generan R".

Los vectores columna de A forman una base de R .

Los vectores filade A son linealmente independientes.

Los vectores filade A generan R" .

Los vectores filade A forman una base de R™ .

AT es una matriz invertible.

Existe una matriz B cuadrada de orden n talque A-B=1,

Existe una matriz C cuadrada de orden n tal que C-A =1,

r(A)=n.

det A # 0 |

El sistema homdgeneo A -x =0 tiene solamente la solucion trivial.

El sistema A - x =Db es siempre compatible determinado y la solucion viene
dada por: x=A"1- b.

0 no es valor propio de A.
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VALOR PROPIO
Diagonalizacion Interpretacion
de matrices
Propiedad
Condiciones de ropiecades
diagonalizabilidad
Polinomio Subespacio
Diagonalizaci6n caracteristico propio
de matrices \ /
Resultados interesantes
Diagonalizacién
ortogonal
Metodologia para la obtencion
de valores y vectores propios
26
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